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“Tudo o que temos de decidir é o 











Este trabalho descreve uma formulação e implantação do Método de Elementos 
Discretos (DEM) aplicados a uma análise de problemas transiente de dinâmica de solo-
estrutura (DSSI). O método de elementos discretos é bidimensional e os elementos são 
compostos por discos circulares de diâmetros distintos. O solo, a estrutura e o contorno físico 
do domínio da análise são modelados por elementos discretos com propriedades distintas. No 
modelo implementado, os elementos discretos ou partículas apresentam rigidez normal e 
tangencial e propriedades de amortecimento. A resistência ao rolamento e o coeficiente de 
atrito entre os elementos também são consideradas nas análises. Cada partícula pode ter uma 
determinada propriedade de inércia. A interação de cada partícula com a vizinhança pode 
apresentar diferentes rigidezes, amortecimento, coeficiente de atrito e de rolamento. O modelo 
constitutivo do solo é caracterizado por um comportamento não linear. A estrutura modelada 
apresenta comportamentos lineares e não lineares. Em cada elemento atua a força 
gravitacional e pode haver uma força arbitrária externa, bem como deslocamentos e 
velocidades. Os resultados das equações de movimento são integrados usando o algoritmo de 
Verlet. Para pequenos deslocamentos, a resposta dinâmica transiente da fundação obtida pela 
análise dos elementos discretos DEM – DSI é comparada com as respostas obtidas por um 
contínuo linearizado, que incluem domínio de solos não contínuos. A possibilidade de 
aumentar o amortecimento dos elementos descreve um contorno físico do domínio DEM, para 
simular a geometria ou mecanismo de radiação de amortecimento na qual o mesmo é 
adereçado. Mais adiante, a resposta da fundação solo-estrutura pode ser utilizada para grandes 















This work describes a formulation and an implementation of the Discrete Element 
Method (DEM) applied to the static and transient analysis of Dynamic Soil-Structure 
Interaction (DSSI) problems. The DEM implementation is two-dimensional and the elements 
are comprised by circular disks with different diameters. The soil, the structure and the 
physical boundaries of the analyzed domain are all modeled by discrete elements with distinct 
properties. In the implemented model, the discrete elements or particles present normal and 
tangential stiffness and damping properties. Rolling resistance and friction between adjacent 
elements are also considered. Each particle may be given specific inertia properties. The 
interaction of each particle with a neighboring one may present a specific stiffness, damping, 
friction and rolling resistance coefficients. The constitutive model of the soil can be 
characterized by either a tension-compression or by a compression-non-tension behavior. The 
modeled structure presents a linear or non-linear tension-compression constitutive model. On 
each discrete element, arbitrary external and gravitational forces, as well as displacements and 
velocities may be prescribed. The resulting equations of motion are integrated using the Verlet 
scheme. For small displacements, the transient dynamic response of the foundation obtained 
by the DEM-DSSI scheme is compared to those obtained by a linearized continuum approach, 
which describes an unbounded soil domain. In this article the time domain implementation of 
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x, y – direção cartesiana 
m, m1, m2, m3, mi – massa             [kg] 
)(tx - aceleração no instante de tempo t           [m/s
2
] 
c - coeficiente de amortecimento geral          [N s/m] 
)(tx - velocidade no instante t            [m/s
2
] 
k - rigidez elástica             [N/m] 
)(tx - posição no instante t             [m] 
)(tF , xiF , extF - Força externa            [N] 
cc - coeficiente de amortecimento crítico 
t – determinado passo de tempo           [s] 
mX - Amplitude             [m] 
mA - Amplitude             [m] 
ggpI  - nI , iI - momento de massa inercial        [N m²] 
pm - massa designada a partículas p          [kg] 
ix , 1V , 2V  - velocidade de uma partícula          [m/s] 
u , ix - Aceleração de uma partícula           [ m/s²] 
iT - Torque              [N m] 
T – período              [1/Hz] 
Er - erro relativo 
cutr - Raio de corte             [m] 
sr - raio limite             [m] 
ijr - distância entre os centros de duas partículas         [m] 
ir , jr - raio das partículas i e j           [m] 
Lx, Ly – tamanho do domínio          [m] 
Lgrid – tamanho das células           [m] 
ix , px , py , 1x , 1y , 2x , 2y , xu1 , yu1 , xu2 , yu2  - Posição das partículas     [m] 
  
 
np- Número de partículas do sistema 
pix , piy - Posição das partículas no grid          [m] 
pPg - Número do grid de uma determinada partícula 
iN - Número de interações 
nF - Força Normal             [N] 
en – Vetor da direção normal 
tFt - Força tangencial             [N] 
2211 ,,, epep KKKK  - Rigidez das partículas         [N/m] 
nC  - Coeficiente de amortecimento na direção normal        [N s m-1] 
tk  -Rigidez de contato da direção tangencial         [N/m] 
tC - Coeficiente de amortecimento na direção tangencial       [N s m-1] 
nk  - Rigidez de contato da direção normal        [N/m] 
knF - força elástica normal            [N] 
ktF - força elástica tangencial           [N] 
ctF - força de amortecimento normal          [N] 
cnF - força de amortecimento normal          [N] 
Mr - Momento de rolamento           [N m] 
nu - distância entre os centros de duas partículas         [m] 
v - variação da velocidade normal          [m/s] 
2,1Vrt - Velocidade relativa total           [m/s] 
21,VrtVrt - Velocidade relativa           [m/s] 
Vrel - Velocidade relativa            [m/s] 
Vrt - Velocidade relativa tangencial          [m/s] 
tu - deslocamento relativo tangencial          [m] 
rVrt - Velocidade relativa tangencial reversível 
irVrt - Velocidade relativa tangencial irreversível 
dampF - Força de amortecimento global          [m] 
dampM - Momento de amortecimento global         [m] 
  
 
rR - Raio de Rolamento            [m] 
uf  - posição final de uma partícula          [m] 
ui - posição inicial de uma partícula          [m] 
xU - Energia potencial            [J] 
E – módulo de Elasticidade           [Pa] 
Li – Tamanho inicial da pilha de partículas         [m] 
Lf – Tamanho inicial da pilha de partículas         [m] 
Di – Tamanho inicial da pilha de partículas         [m] 
Df – Tamanho inicial da pilha de partículas         [m] 
W – trabalho              [J] 
En – Energia              [J] 
zG = Módulo de cisalhamento           [Pa] 
)( xzU - Deslocamento vertical           [m] 




 - fator de amortecimento 
n - frequência natural            [Hz] 
d - frequência amortecida           [Hz] 
r - frequência natural normalizada          [Hz] 
m - Ângulo de fase             [rad] 
 - Ângulo de fase             [rad] 
r - Auto-vetor normalizado 
m - constantes 
m - constantes 
r - fator de amortecimento modal 
i - densidade de uma partícula           [kg/m³] 
t - passo de tempo             [s] 
i - Posição angular             [rad] 
i , 1 , 2 - velocidade angular           [rad/s] 
ωe – frequência de excitação           [Hz] 
  
 
 - constante de integração de Newmark 
 - constante de integração de Newmark 
critt  - passo de tempo crítico           [s] 
u  - Overlap das partículas           [m] 
tu - Coeficiente de atrito na direção tangencial 
ru - Coeficiente da resistência de rolamento 
r - Condição de escorregamento tangencial 
damp , damp - coeficiente de amortecimento global 
 - diâmetro              [m] 
 - Coeficiente de Poisson 
y , z - Tensão             [Pa] 
 , xx , yy - Deformação 
 
Subscritos 
1 – Identificação das partículas 
1,2 – Identificação das partículas 
2 – Identificação das partículas 
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Um dos grandes problemas de engenharia é a analise das interações solo-estrutura, que 
normalmente são solucionadas através da mecânica do contínuo utilizando a técnica dos 
Elementos Finitos, também conhecido como Finite Element Mehtod – FEM ou pelo método 
dos elementos de contorno também conhecido como Boundary Element Method – BEM. Os 
métodos de FEM e BEM normalmente são aplicados à análise do solo onde o domínio é 
contínuo e da estrutura na qual o domínio é discreto. As vibrações causadas por forças 
externas propagam-se através da estrutura e se colidem com o solo. Entretanto em análises 
solo-estrutura quando há grandes deslocamentos tipicamente não lineares, o método FEM e 
BEM podem se tornar algo muito complexo de ser analisado e isso se da a não linearidade que 
tipicamente o solo apresenta. 
O método dos Elementos Discreto, também conhecido como Discret Element Method – 
DEM é um método muito eficaz para análise de materiais granulares e solo, 
independentemente do carregamento dinâmico ou estático que a mesma pode estar submetida. 
Um dos pontos mais importantes do DEM é que cada partícula de um material granular é 
tratada individualmente de acordo com sua interação com outras partículas e corpos. A análise 
DEM apresenta uma alternativa para estudos de solo e materiais granulares o qual geralmente 
se utiliza mecânica do contínuo.  
Na mecânica do contínuo, o solo tem um comportamento de um material contínuo e os 
movimentos de translação e rotação das partículas não são considerados. O material 
geralmente é modelado por equações constitutivas, a qual considera uma deterioração 
progressiva para o material. Uma desvantagem deste sistema é que estudar grandes 
movimentos ou reproduzir matematicamente testes em laboratório onde se deseja estudar a 
interação de um corpo com o outro, pode se tornar algo muito complicado de ser realizado. 
A simulação do método dos elementos discretos DEM é uma simulação onde 
movimentos de deslocamentos lineares, rotacionais bem como suas velocidades podem ser 
estudados. Um corpo representado por um conjunto de partículas pode ser estudado de modo 
que os contatos dessas partículas com outros corpos podem gerar forças de reação e 





“FEM” que trabalha discretizando os corpos através de malhas e nós, não possui tal 
discretização e é considerado um método sem malha ou meshless. No método DEM as 
partículas são um conjunto de interpolação de pontos, que a cada passo de tempo em uma 
analise transiente, são calculadas as novas posições devido às forças geradas através das 
interações com outros corpos ou partículas. As principais vantagens de utilizar o Método dos 
Elementos Discretos para materiais granulares e solo é que através do DEM é possível estudar 
grandes deslocamentos de corpos . Uma das facilidades do DEM é simular testes laboratoriais 
onde se deseja estudar o comportamento de um determinado corpo e suas interações com o 
meio e outros corpos, através de seus deslocamentos, velocidades e forças de reação. 
A técnica DEM não é somente utilizada em geomecânica, mas também em outras áreas 
como mecânica dos fluidos, petróleo entre outras. O exemplo da figura 1 apresenta uma 
abordagem da utilização do DEM para estudar escoamento de material através da caçamba de 
um caminhão.  
O método DEM possibilita também a utilização de partículas de diversos formatos e 
tamanho, não se limitando apenas a formatos circulares, exemplificado através da figura 1. 
 
             
 
Figura 1: Exemplo utilização DEM 
 
Uma das principais motivações deste trabalho foi estudar a interação de solo-estrutura 
através da dinâmica de partículas utilizando o método dos Elementos Discretos DEM, onde 
atualmente para interações de solo-estrutura existem diversos trabalhos realizados utilizando 





para estudar interações solo-estrutura, possibilitando o estudo de grandes deslocamentos de 




2. REVISÃO DA LITERATURA 
 
 
2.1 Modelagem e Aplicação do DEM 
 
 
Uma característica muito importante do DEM é que as partículas são avaliadas de um 
modo explícito e individual, onde não há necessidade de desacoplamento de suas equações de 
movimento devido todas as partículas de um sistema serem desacopladas. O DEM trabalha 
como uma alternativa ao método da mecânica do contínuo e considera os movimentos de 
translação e rotação dos corpos desenvolvidos através de partículas. Uma vez que as partículas 
são estudas individualmente, muitas características do solo e de corpos desenvolvidos através 
do DEM podem ser estudadas.  
Algo muito importante a ser considerado na simulação DEM é o esforço computacional 
que se tem ao analisar as possíveis interações. A simplificação do modelo de contato bem 
como o algoritmo de procura de contato, é algo muito importante para aplicação do DEM. 
Assim definido por Cundall e Hart (1992) , o método dos elementos discretos é um 
método de simulação onde são estudados e simulados os deslocamentos das partículas, sejam 
eles através dos movimentos de translação ou rotação. Dentro de um conjunto de partículas 
interagindo entre si, é possível que haja contato entre elas gerando forças de reação e 
movimentos, bem como podem perder esse contato. Este trabalho traz a abordagem de dois 
modos de interação com as partículas, onde em uma delas as partículas possuem contato 
apenas quando ha penetração entre elas, a qual é chamada de modo de compressão. O outro 
modo é chamado de tração-compressão, na qual as partículas podem apresentar forças de 





Existem diversos autores como Duran (2012) e Zhu et al. (2007) que dividem o modelo 
de contato em duas categorias, sendo elas chamada de soft sphere e hard sphere, ilustrados na 
figura 2. A diferença entre as duas técnicas é que no modelo soft sphere as partículas são 
consideradas como deformáveis, ou seja, há penetração entre as partículas estudadas gerando 
forças de reação, enquanto o modelo hard spheres permite a interação entre as partículas, mas 
não ocorre penetração e deformação entre elas, logo, as forças de contato não são estudadas. 
Ambas as técnicas de DEM são consideradas analises transientes e dependentes do tempo,  
onde em cada intervalo de tempo é estudada a evolução do contato e o movimento entre as 
esferas. Esses modelos também partem das equações de movimento a qual envolve 
transferência de energia, onde a força de contato não é apresentada explicitamente.  
Como em alguns casos a força gerada entre a relação das partículas não é algo desejado, 
o modelo hard spheres pode ser utilizado. O modelo de hard spheres não é utilizado neste 
trabalho, visto que a intenção é estudar o choque entre as partículas bem como a penetração e 




Figura 2: Exemplo dos dois modelos, a) hard spheres, b) soft spheres. 
 
O conceito de soft spheres consiste na solução das equações de movimento que regem o 
sistema através do incremento de tempo, a qual contrasta com o modelo anterior que trabalha 
com a conservação de energia do sistema e não há penetração das partículas. O termo soft não 
é o nome mais adequado para este modelo, visto que as partículas são rígidas, porém, aceitam 
penetração entre si. Diferente do modelo de hard spheres, o modelo de soft spheres 





esteja em contato com várias outras, onde no final é feito um diagrama do corpo livre da 
partícula, assumindo todos os contatos possíveis que ela venha a ter.  
O contato entre as partículas implementado neste trabalho soft sphere pode ser 
simplificado em um sistema massa-mola apresentada na figura 3. O limite elástico, dada pela 
rigidez elástica do sistema, também pode ser utilizado como parâmetro de desintegração das 
partículas, limitando o momento em que o contato entre as partículas venham a se romper. 
Para simulação do DEM, as etapas que envolvem esse processo são muito parecidas 
com outras técnicas como o método dos elementos finitos, onde a simulação pode ser 
divididas em três etapas: 
  Pré Processamento e dados iniciais. Nesta etapa da simulação, se faz 
necessária definição dos parâmetros de entrada do sistema como geometria e 
tamanho do domínio, dimensões, quantidade e propriedades físicas das 
partículas, passo de tempo bem como os parâmetros de contato a ser utilizado. 
 
 Processamento: A cada passo de tempo, ou incremento de tempo, através 
das condições iniciais, são calculadas as interações entre cada partícula gerando 
as forças de contato através dos parâmetros constitutivos adotado no modelo. A 
magnitude da força de contato entre as partículas se da devido à penetração que 
elas apresentam e das propriedades constitutivas definidas. Uma vez a massa e o 
momento de inércia de cada partícula são conhecidas, a equação de movimento 
que rege o sistema é integrada no tempo através de um algoritmo explicito e o 
sistema é resolvido, encontrando dessa forma as acelerações, velocidades e 
posições das partículas no domínio espacial. Esse passo é feito para cada instante 
de tempo do sistema, pré-estabelecido. 
 
 Pós Processamento: Onde todos os resultados obtidos através do 
processamento são estudados de acordo com a necessidade que se tem. 
 






 O solo é representado por um conjunto de partículas rígidas e circulares de 
espessura unitária 2D, as quais possuem massa, momento de inércia e podem ser 
descritas analiticamente. 
 As partículas podem apresentar dois modos de trabalho, sendo eles: modo 
de compressão, onde o contato só ocorre quando há penetração entre as 
partículas e modo tração-compressão, onde as partículas podem estar em contato 
não  apenas na penetração. 
 O contorno do domínio bidimensional ou parede do sistema foi 
desenvolvido através de partículas fixas que não apresentam deslocamento e 
velocidades. Essa abordagem facilita em domínios que não são retangulares ou 
quadrados. 
 Apesar da possibilidade de várias partículas estarem em contato, a análise é 
feita aos pares de partículas em contato e no fim de cada interação é feito um 
diagrama de corpo livre. Esse contato ocorre em uma área infinitesimal.  
 
O incremento de tempo precisa ser pequeno suficiente para a estabilidade e 
convergência do sistema.  
Para realização deste trabalho, toda metodologia e implementação foi realizada dada 
através do software Matlab. A escolha de utilizar um software de desenvolvimento e não uma 
solução comercial foi devida a possibilidade de estudar, criar e personalizar todo modelo de 
contato entre as partículas.  
 
 
2.2 Grau de Liberdade Simples 
 
 
Sistemas de múltiplos graus de liberdade podem ser resumidos em grau de liberdade 
simples ou 1G.L, pelo fato de seu sistema ter suas raízes desacopladas e sua solução analítica 
ser de fácil solução. 
A interação entre várias partículas 2D como será abordado neste trabalho, pode se 





mola-amortecedor. Para o caso da figura 3, onde há apenas um sistema massa-mola-





Figura 3: Sistema 1 G.L 
 
A equação de movimento que descreve o sistema de 1G.L é representada abaixo: 
                           
)()()()( tttt Fkxxcxm               (2.1) 
 
Onde )(tF  e )(tx  são respectivamente força de excitação aplicada dependente do tempo e 
a componente responsável pelo deslocamento correspondente. Os parâmetros m, c e k, 
correspondem respectivamente aos parâmetros de massa, amortecimento e rigidez. 
Utilizando a força de excitação como 0)( tF , a equação 2.1 é descrita da seguinte 
forma: 
 
0)()()(  ttt kxxcxm                         (2.2) 
 















, tem-se uma 
solução trivial que corresponde a um sistema sem movimento, onde: 
 
0 kxxcxm                            (2.4) 
 
A frequência natural não amortecida do sistema é dada por n , o fator de 
amortecimento é dado por   e o coeficiente de amortecimento crítico é dado pelas equações 









                          (2.6) 
 
 nmmkcc 22                                 (2.7) 
 
Devido ao fator de amortecimento do sistema, tem-se por definição: 
 
- Sistemas super amortecidos: 1  
- Sistemas criticamente amortecidos: 1  
- Sistemas sub amortecidos: 1  
 








Figura 4: Tipos de amortecimentos 
 
Para o estudo de convergência, a força )(tF  foi considerada através da equação 2.8. 
 
)cos(0)( tFF t                          (2.8) 
 
Onde 0F  é amplitude do sinal e   a frequência de excitação. 
 
A frequência amortecida do sistema é dada através da equação 2.9 
 
21   nd                     (2.9) 
 
O sistema dado na equação 2.2 esta sujeita a uma força de excitação dada pela equação 
2.8, ocorrendo um deslocamento )(tx  e uma velocidade )(tx , sendo sua solução homogênea e 











As variáveis X, ,,A , são dadas pelas equações de 2.11 à 2.14: 
 
















































                            (2.14) 
 
 
2.3  Múltiplos Graus de Liberdade 
 
 
Na maioria dos casos não se pode modelar sistemas ou estruturas reais utilizando apenas 
1 G. L. Essas estruturas na maioria dos casos são lineares elásticos e contínuos a qual 
possuem números infinitos de graus de liberdades. Assim, a análise consiste em encontrar 
uma aproximação do sistema com finitos graus de liberdade a qual descreverá seu 
comportamento dinâmico. Portanto, uma escolha correta das coordenadas utilizadas para 
descrever o comportamento de movimento do sistema é fundamental para se obter uma boa 
precisão do sistema. 
Para que se tenha um resultado além do trivial para solução de múltiplos graus de 
liberdade, exemplificado na figura 5, é necessário que a inversa da matriz ( 0][][  xKxM  ) 





A expressão gerada deste determinante é chamada de equação característica, equação de 
frequência ou polinômio característico, onde sua ordem é 2N e suas raízes são os autovalores 
do sistema que correspondem às frequências modais complexas.  




Figura 5: Sistema com Múltiplos Graus de Liberdade 
 
Respostas livres dos sistemas geralmente não ocorrem em estruturas reais. Para analisar 
matrizes complexas ou autovalores e os chamados autovetores ou vetores modais, é preciso 
inserir amortecimento no modelo e analisar sua influencia sobre eles. 
Os tipos clássicos para amortecimentos são: 
 
 Amortecimento do tipo Viscoso. 
 Amortecimento Estrutural. 
 Amortecimento com atrito ou não linear 






O objetivo deste trabalho é investigar a interação solo-estrutura através da Técnica de 
Elementos Discretos. Através da técnica DEM, as respostas de análises estáticas e transientes 
de estruturas rígidas e flexíveis com interação com o solo será estudada, dentro de pequenos 





Elementos Discretos, a comparação entre os resultados será dada com o modelo analítico da 
teoria do contínuo. 
Muito das soluções de problemas solo-estrutura se da através da resposta do contínuo, 
seja ela analítica, Elementos de Contorno, Elementos Finitos, etc e por meio da técnica DEM 
a resposta para interação solo-estrutura será comparada com a solução analítica dada pelo 
contínuo. Por meio de uma simulação 2D, assumindo uma espessura unitária para as esferas e 
possibilitando que as partículas trabalhem em modo tração-compressão ou apenas 
compressão, o modelo desenvolvido neste trabalho será comparado com as respostas de um 
sistema solo-estrutura encontrado nas literaturas. 
Para realização de tal trabalho, serão abordados os métodos de integração de Newmark e 
de Verlet, os quais têm por objetivo integrar no tempo as interações das partículas a fim de 
calcular para suas posições,  velocidades e forças de reações. 




3. INTEGRADORES DA EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 
 
 
Neste capítulo serão abordados os integradores de Verlet e Newmark para cálculo de 
posição, velocidade e aceleração das partículas. No início deste trabalho, utilizou-se o 
algoritmo de Newmark para integração das partículas no tempo, mas devido à complexidade 
do cálculo, optou-se por usar o algoritmo de Verlet, uma vez que o mesmo apresenta de forma 
direta os parâmetros de posição e velocidade do sistema.   
 
 
3.1 Integrador de Verlet 
 
 
Quando se fala em movimento de partículas, os movimentos de rotação e translação são 





As equações de movimento que regem as partículas são descritos através da equação 3.1 









                  (3.2) 
  
Para proceder com a solução, o tempo (t) é discretizado e a cada passo de tempo, as 
equações de movimento são solucionadas para cada partícula a fim de se obter a resposta em 
translação x e a resposta em rotação θ. A partícula “p” possui uma massa designada como 
pm e um momento de massa inercial ggpI   localizada no centro da partícula. As forças que 
podem atuar nas partículas são: força elástica normal e tangencial nFk  e tFk , força de 
amortecimento normal e tangencial nFc  e tFc , resistência ao momento de rolamento Mr , 
força gravitacional e força de atrito também pode estar presente na interação entre as 
partículas. 
 
As partículas 2D assumida neste trabalho, possuem espessura unitária e possuem uma 
determinada densidade i  calculada pelas equações 3.3 e 3.4: 
 





iiggp rmI                         (3.4) 
 
O método numérico que se utiliza para interação no tempo é conhecido como método de 
integração. Na realização deste trabalho é utilizado o método de integração de “Leap Frog” 
descrito pela autora Sullivan, 2011, o qual é uma derivação do método original de Verlet 





mais famosos anos depois quando o físico francês Loup Verlet aplicou tal método nos 
primeiros casos de dinâmica de partículas.  
Para integrar o método de Verlet na equação de movimento 3.1 e 3.2, baseia-se na 
expansão da série de Taylor. Exemplificando o método de Verlet através da equação 3.5 para 
translação, a expansão da posição ix  em séries de Taylor nos instantes t+Δt e t-Δt 


































                (3.6) 
 





)()()( 2 tNxtxxx titittitti                                (3.7) 
 












                  (3.8) 
 
Para a solução da equação 3.8 em tempos discretos, tem-se que: 
 
ttt tt   )()1(                       (3.9) 
 
Sabendo que a equação de movimento pode ser aplicada em qualquer passo de tempo t 

















 Algo importante a ser observado na equação de Verlet, é que para aplicá-la são 
necessários dois passos de tempos anteriores sendo eles  t   e 1t . Tais passos de tempo 
apresentam um erro de quarta ordem e a velocidade não é descrita explicitamente. Para 
discretização de partículas em DEM, conhecer a velocidade é de grande importância. Para 
corrigir a questão da velocidade e ajudar na discretização das partículas, a velocidade é 
calculada utilizando as posições e aproximada pela derivação da posição.  















                                 (3.11) 
 
As forças que atuam na partícula em questão são obtidas através de suas posições e 
velocidades. Observa-se que nas equações de posição 3.10 e de velocidade 3.11, ambas 
possuem diferentes passos de tempo, o que inviabiliza o estudo DEM a partir do algoritmo de 
Verlet. 
Para solucionar esse problema em questão, o autor Schlick (2010) desenvolveu uma 
variação do método de Verlet, conhecido como Leap Frog ou Salto de Verlet, utilizando a 
diferença centrada a fim de aproximar a derivação da posição e diminuir a defasagem entre a 


















)2/1()()1(   tititi xtxx                                 (3.13) 
 




















Para a aceleração descrita no instante de tempo t , definido de maneira equivalente as 
equações 3.14 e 3.12 e aproximando através da diferença centrada, a derivada da velocidade 



















                                  (3.15) 
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                           (3.17) 
 
Dessa forma com a expansão do algoritmo de Verlet por Taylor e utilizando a 
aproximação de Verlet para obtenção do “Leap Frog” em termos de 2/1t  e t  através 
das equações 3.13 e 3.17, obtem-se as equações de posição e velocidade respectivamente, 
constituindo o método de “Leap Frog” de Verlet. Este método possui algumas vantagens em 
relação ao método tradicional de Verlet, uma vez que a velocidade é incluída no cálculo. 
A figura 6 exemplifica o integrador de Verlet, onde a defasagem entre a velocidade e 








Figura 6: Defasagem entre posição e velocidade de Verlet 
 
Nota-se que dos cálculos apresentados para o algoritmo chamado de “Leapfrog” é 
necessário conhecer a posição inicial e velocidade inicial das partículas, bem como as forças 
atuantes. Há uma defasagem entre a velocidade e a posição da partícula estudada, na qual o 
erro desta defasagem é pequeno e tem seu erro reduzido de acordo com o passo de tempo 
utilizado. 
Logo, a solução das integrações das partículas no tempo de acordo com o método do 
“Leapfrog”, são dadas através das equações 3.18 e 3.19.  
Translações e velocidades: 
 









                        (3.19) 
 
Para o movimento angular, as equações são dadas através de 3.20 e 3.21: 
 















3.2 Método de β Newmark para Integração Direta 
 
 
Nathan Newmark foi um engenheiro da universidade de Illinois em Champaign Urbana 
e ficou conhecido por sua pesquisa sobre dinâmica estrutural e estruturas resistentes na qual 
desenvolveu o método de integração numérica para o calculo de respostas dinâmica de 
sistemas lineares e não lineares, conhecido como método β Newmark. 
O método β Newmark, descrito pelo autor Humar (2002), parte do principio em que a 
aceleração varia linearmente entre dois instantes de tempo. A formulação de Newmark vem a 
partir da derivação da formulação geral e sua velocidade por ser descrita da seguinte forma: 
 
11 321   nnii xaxaxax                               (3.22) 
 
A equação 3.22 é satisfeita com x=1. Devido as outras três constantes utilizam-se duas 




x=t      1=a1                        (3.23) 
x=t²      2 t = 2 a2 + 2 a3 
 
Atribuindo um valor arbitrário para a constante ta  3 , sabendo que a1=1, é 
possível encontrar )1(2  ta e substituindo tais constantes na equação 3.22, o vetor de 
velocidade 1ix  para um sistema com N graus de liberdade poderá ser escrito conforme 
equação abaixo: 
 
txxxx iiii   ])1[( 11                           (3.24) 
 
Para a equação de deslocamento, o mesmo principio da equação de velocidade é 






11 4321   nnnni xbxbxbxbx                               (3.25) 
 
A equação 3.25 possui quatro constantes. Para fazer a solução exata da equação, é 
assumido para as três constantes o valores de x=1, t, t². Assim, substituindo em 3.24: 
 
x=1      b1=1     
x=t      b2= t                      (3.26) 
x=t²     2 b3+2 b4= 2t  
 
Assumindo um valor arbitrário para b4 de ta  e substituindo nas relações acima, se 









3 2 . Assim, substituindo b1, b2, b3 e b4 na 


















                                          (3.27) 
 
Ao final do intervalo t , os parâmetros   e   indicam que a aceleração entra nas 
equações de velocidade e deslocamento, conforme autor Rao (2009). Os fatores de   e   
podem ser escolhidos para obtenção de estabilidade desejada. 
Quando se tem os fatores 2/1  e 6/1  as equações descritas acima correspondem 
ao método da aceleração linear e quando 4/1  e 2/1  correspondem à aceleração 
constante tt  e 1tt . 




tcrit                              (3.28) 
 










                                              (3.29) 
 
O método de Newmark é incondicionalmente estável para  22/1   e 




Para determinar a equação de equilíbrio considerando 1ix  em 1 itt , tem-se que: 
 
1111 ][][][   iiii Fxkxcxm                                (3.30) 
 
Substituindo as equações 3.24 e 3.27 em 3.30, é possível encontrar uma relação para 


























































































A aceleração no tempo 1it , é dada pela substituição de 3.27 em 3.23:  
 


















                         (3.33) 
 






])1[( 11   iiii xtxtxx                               (3.34) 
 
Para implementação do código de Newmark via matlab, foi utilizado às seguintes 
etapas: 
1- Conhecer os valores de massa, rigidez, amortecimento e excitação do sistema. 
2- Definição dos valores de tempo inicial e final, bem como o tamanho do passo de 
tempo t  respeitando o passo de tempo crítico.  
3- São criados vetores de inicializações para o deslocamento, velocidade, aceleração e 
força. Eles armazenarão os valores de deslocamento, velocidade, aceleração e força 
em cada instante de tempo.  
4- Atribuem-se valores de deslocamento inicial {Xo} e velocidade inicial { oX } = 0. 





  iiii Fxkxcmx  . 
6- Os parâmetros α e β são definidos para obter a maior precisão e estabilidade . O 
valor assumido é α=1/2 e β=1/4 que correspondem à hipótese em que as acelerações 
permanecem constantes ao longo de todo intervalo t  calculado. 


























, através da formulação geral 
3.22, todas as informações necessárias para encontrar o deslocamento 1ix são 
definidas. 
8- Uma vez encontrado o deslocamento 1ix , substituindo essa equação em 3.27, a 
aceleração em 1it  dada por 3.33 pode ser obtida:   



















9- Obtido os valores de aceleração e deslocamento no passo de tempo atual 1it , é 
possível calcular o valor da velocidade no instante atual, equacionada através da 





3.3 Comparação dos Métodos para 1 Grau de Liberdade 
 
 
A fim de validar o algoritmo de Newmark, uma comparação foi feita com os 
integradores lineares do Matlab ‘ODE45’ e  solução analítica para 1 grau de liberdade. 
 
Os dados utilizados para comparação foram: 
 
Massa (m) = 1kg. 
Amortecimento (c) = 10 N s m
-1
 
Rigidez (k) = 30 N m
-1
 
Excitação (F) = 1 cos (ω t) 
Onde a frequência de excitação ωe =2 Hz 
A frequência natural do sistema 4772.5n  Hz 
O t  critico calculado pelas equações 3.8 e 3.7 = 0.3651 s  
t  utilizado = 0.01 s 
 
 A figura 7 apresenta os resultados obtidos de acordo com os dados utilizados: 
 
 






Pelo fato do sistema possuir uma equação diferencial de 2º ordem, o integrador ODE45 
integra sistemas de equações diferenciais do tipo: y' = f(t, y). Assim sendo, foi necessário 
utilizar a formulação de estado para possibilitar o uso deste integrador, desacoplando sistemas 
maiores que 2º ordem em sistemas de ordem única. 
É possível observar que o integrador ODE45 utiliza a formulação de estado, e o método 
de Newmark, tem um rendimento muito próximo à resposta analítica. 
O erro relativo Er entre a resposta analítica e o método de Newmark é equacionado 








                                  (3.35) 
 





































3.4 Método de β Newmark para Integração direta – N Graus de Liberdade 
 
 
Considerando o estudo de integração direta de Newmark para múltiplos graus de 
liberdade, as mesmas deduções das formulações feitas no capítulo 3.2 para 1 grau de liberdade 
são válidas para múltiplos graus de liberdade. 
Todas as equações de Newmark partem da derivação da formulação geral para a 
velocidade e deslocamento, descritas abaixo: 
 
 
11 321   nnii xaxaxax                                 (3.36) 
 
 
11 4321   nnnni xbxbxbxbx                                   (3.37) 
 
Conforme feito nas equações 3.23 e 3.24 onde se encontra os valores das constantes a1, 
a2, a3, b1, b2, b3 e b4, essas constantes são substituídas nas equações 3.36 e 3.37 a modo de 
encontrar as relações deslocamento, aceleração e velocidade no instante t+1.  
O método de Newmark irá resolver sistemas lineares conforme equação 3.38: 
 
1111 ][][][   iiii Fxkxcxm                        (3.38) 
 
Para implementar o código de Newmark via matlab para múltiplos graus de liberdade, é 
muito parecido com sistemas de 1 G.L. A principal diferença é que as informações de massa, 
rigidez e amortecimento são descritas em formas matriciais. 
 
 
3.5 Comparação dos Métodos para N graus de liberdade 
 
 
A fim de comparar as soluções, foram utilizados integradores lineares do Matlab 
ODE45, na forma de estado e integrador   Newmark. 





Matriz de Massa =m =  
 
Matriz de Amortecimento = c =  
 
Matriz de Rigidez = k =  
 
Força de excitação = F =  
 
A frequência   utilizada foi=2. 
As frequências naturais do sistema são necessárias para cálculo do passo de tempo: 
 
Frequência  Natural =  =  
 
O t  crítico encontrado é de ≈ 0.29s. Sendo assim, o t  utilizado na comparação foi: 
st 02.0 . 
Os resultados obtidos para o deslocamento dos 3 graus de liberdade são apresentados 
através da figura 9. Para cada grau de liberdade é apresentada uma comparação com o 









































Figura 10: Comparação do deslocamento entre os métodos de Newmark e 
Integrador linear: a) 1 G.L., b) 2 G.L., c) 3 G.L. 
 









Figura 11: Erro analítico entre os integradores: a) 1 G.L., b) 2 G.L., c) 3 G.L. 
 
Assim, com os resultados obtidos é possível concluir que o método de Newmark 
converge com precisão e estabilidade ao método de integração de sistemas de ordem simples, 
na qual o erro encontrado é insignificante. 
 
 
4. CHOQUE DE PARTÍCULAS 
 
 
Neste capítulo serão mostradas todas as interações que as partículas possuem quando em 
contato bem como o método utilizado para detecção de contato entre as partículas. 
 
 
4.1 Método dos Elementos Discretos 
 
 
O método dos Elementos Discretos ou Método dos Elementos Distintos (DEM) é uma 
ferramenta muito efetiva para análise de solos, materiais rochosos, sob cargas estáticas ou 
dinâmicas. Análise DEM foi inicialmente introduzido pelos autores Cundall and Strack (1979) 
como um método para simulação de materiais granulares. O modelo dado por DEM tem a 





complicado analisar por modelos contínuos. Entretanto, o método DEM tem suas limitações, 
por exemplo, determinar parâmetros que ainda não estão estabilizados que em muitos casos 
devem ser levados em consideração. Se um modelo de solo é construído com muita precisão, 
ele pode ser aplicado para vários problemas da estática, dinâmica e mecânica entre solo e 
máquinas. 
Assim como descrito pela autora Sullivan (2011) existem dois principais motivos para 
utilizar DEM. O primeiro é que pode o método pode ser utilizado para simular testes físicos 
em laboratório na qual se tem o interesse de estudar o contato entre os elementos, onde os 
testes reais podem se tornar impossíveis de medir. Outro grande motivo é simular grandes 
deslocamentos em geomecânica. 
 
 
4.2 Método para Detecção de Contato 
 
 
Quando se trata de choque de partículas, o maior esforço computacional se da através da 
procura de interações de todas as partículas de um sistema. Dependendo da quantidade de 
partículas, o método de detecção inadequado pode se tornar inviável, uma vez que o número 
de detecção de contatos pode ser proporcional à quantidade N² de partículas.  Muitos 
pesquisadores vêm trabalhando extensivamente a fim de encontrar algoritmos eficientes o 
bastante que reduza o esforço computacional para detecção de contato.  A detecção dos 
contatos entre partícula-partícula e partícula-parede, deve ser feita a cada instante de tempo.  
Para escolha do método de detecção de partículas, foram avaliados diversos modelos de 
procura. O principal objetivo de estudar diversos modelos de procura é reduzir o número de 
interações desnecessárias, visando otimizar tempo de estudo e esforço computacional. 
O primeiro método estudado foi o algoritmo de tabela de Verlet convencional descrito 
pelo autor Verlet (1967). Durante a simulação, em cada passo de tempo é gerada uma lista e 
atualizada de acordo com o deslocamento das partículas, sendo limitada a um determinado 
valor. Neste algoritmo, existe um raio de limitação ou corte chamado de cutr  que é rodeado 
por outro raio chamado de sr . Quando se constrói a lista para uma determinada partícula i, 





partículas dada por: cutsij rrr  . O raio sr  deverá ser grande o suficiente para que haja 
partículas dentro dele, caso contrário o algoritmo não funcionará adequadamente. A relação 
entre 
sr e cutr  para criação da lista de contatos, é exemplificada através da figura 12. 
 
 
Figura 12: Algoritmo de tabela de Verlet Convencional. 
 
O método da tabela de Verlet Convencional é muito eficiente quando o movimento das 
partículas é lento e a quantidade é relativamente pequena. Dessa forma, a tabela de interações 
é atualizada após vários passos de tempo, tornando eficiente o método de procura. A principal 
desvantagem é a construção da lista de vizinhança onde a escala da criação desta tabela será 
de N
2
 onde há a necessidade de N(N-1)/2 passos para criação da tabela para cada partícula. 
Comparada com o método mais simples de detecção de contato onde há a necessidade 
de procurar contato entre todas as partículas de um sistema com uma relação de interação N² 
para cada passo de tempo, o método da tabela de Verlet Convencional apresenta uma melhor 
eficiência. 
O segundo método estudado, é o método convencional de células conectadas a uma lista 
ou Conventional cell linked list algorithm. Neste método, o domínio da simulação é dividido 
em diversas células, e o tamanho das células é igual ou maior do que o raio de corte cutr . 
Todas as partículas são alocadas em uma determinada célula e é criada uma relação de 
interação entre as partículas da célula, através de uma lista. A relação entre contato das células 





da partícula jr , localizada na célula n, tal que cutji rrr   . A construção da lista de 
“vizinhança” para cada partícula é dada através da quantidade das partículas do sistema. O 
ponto mais crítico deste método é determinar o raio de corte cutr , pois o número de interações 
pode aumentar drasticamente dependendo da relação entre cutr , tamanho das células e raio das 
partículas. A figura 13 apresenta a relação entre as células e o número de interações. De 
acordo com os estudos realizados por Zhenhua Yao (2004), este algoritmo apresentou pior 
eficiência comparado ao método da tabela convencional de Verlet, entretanto, pode ser 
considerada como boa opção quando a quantidade grande e o deslocamento é rápido. O 
tamanho das células pode ser diminuído de tal maneira que sejam iguais ao diâmetro das 









O ultimo algoritmo de contato estudado e implementado neste trabalho, foi descrito por 
Munjiza e Andrews (1998), o qual se baseia na divisão do domínio em subdomínios ou 
células, de tamanho Lgrid conforme figura 14. 
A dimensão mínima do grid é igual ao diâmetro da maior partícula do sistema. O 
algoritmo proposto por Munjiza e Andrews (1998) é muito eficaz para partículas com mesmo 
diâmetro e/ou pequenas variações de diâmetro. Quando existe grande diferença entre os 
tamanhos das partículas, o esforço computacional pode se tornar maior. 
Com a divisão do domínio dado por Lx e Ly e com o diâmetro da maior partícula do 





e py  são utilizadas para determinar a localização e a célula a qual pertence.  A figura 14 
demonstra a divisão dos grids de acordo com o diâmetro da partícula. Para o exemplo da 
figura 14, o domínio apresenta 36 células. 
 
 
Figura 14: Divisão do Grid 
 
Inicialmente são criados dois vetores para armazenar a posição espacial das partículas, 
onde essas dimensões são referenciadas pelo centroide de cada partícula. Primeiramente é 
criado um mapa de partículas na direção Y e uma lista de contato para esta direção. As 
diversas partículas que podem estar em um mesmo grid são nomeadas de modo ascendente, de 
modo que a partícula nomeada com maior índice será a primeira a ser estudada, conforme 
Munjiza e Andrews (1998).  Da mesma maneira, as partículas são alocadas na direção X e 
suas posições são calculadas através de 4.1 e 4.2. Abaixo é apresentado um exemplo da 
alocação das partículas nas duas direções. 
 
 ttttt xnpxxxX   ..............321    
 





t  é o passo de tempo e np o quantidade de partículas do sistema. 
Uma vez que as partículas são alocadas nos 2 vetores criados, é possível determinada 
para cada direção a localização no grid. Os valores das equações 4.1 e 4.2 são números 
inteiros e seus resultados ix e iy são utilizados para determinar a posição final da partícula em 


























int min                      (4.2)  
 
Em que  minx  e  miny  são os valores de origem da célula 1, apresentado na figura 14. 
Uma vez determinado os valores de ix e iy, para cada partícula é calculada a posição no grid, 
em que: 
 
1))((  ppp ixdivxiyPg                    (4.3)  
 
Onde divx é o número de células na direção x que divide o domínio Lx. No exemplo da 
figura 14 o domínio é dividido em 6 células na direção x e 6 na direção y, totalizando 36 
células.  
Uma vez conhecida a posição da partícula na célula dada pela equação 4.3, uma lista é 
gerada contendo a localização de todas as partículas.  
 
Depois de localizada, outra lista é gerada a fim de contabilizar todas as interações 
possíveis das células.  A exemplo da figura 14, a partícula em questão localizada na célula 21 
pode ter interações com outras 5 células ao redor, sendo elas: A própria célula 21, pois pode 
haver mais de uma partícula na mesma célula, 14, 15, 16 e 20. A primeira verificação de 





verificação é feita de um modo crescente na qual o exemplo da figura 14 a verificação seria 
com as partículas que pertencem as células 14, 15, 16 e 20. 
Para determinar quais partículas estão em contato, a figura 14 exemplifica o 
procedimento. O contato é checado apenas com os cinco grids ao redor da partícula, 
otimizando dessa forma o esforço computacional de contato. Automaticamente e de acordo 
com a terceira lei de Newton (Ação e Reação), tem-se a seguinte relação: 
 
)(2,1)(2,1 )()( tt tntn FF      
  
)(2,1)(2,1 )()( tt tttt FF                           (4.4) 
 
)(2,1)(2,1 )()( tt tt MM     
 
Através da terceira lei de Newton, o número de verificações de contato é reduzido pela 
metade.  
Logo, para 36 células exemplificado na figura 14 e considerando 1 partícula por grid, o 
número de interações será 146. Caso haja 2 partículas em cada célula, esse número de 
interações subiria para 206. A figura 14 exemplifica o número de interações de cada célula 
com a vizinhança.  
 
A equação 4.5 traz a quantidade de interações de acordo com a quantidade de células, 
considerando que haja apenas 1 partículas em cada célula. 
 
2335  nxnynynxN i                                (4.5)  
 
Onde Ni é o número de interações, nx o número de células na direção x e ny o número 
de células na direção y. 
Um ponto importante a ser considerado sobre o método proposto por Munjiza e 
Andrews (1998), é que a avaliação das partículas nas células deverá ocorrer sempre de modo 





notado, uma vez que neste método as células podem ter até 5 interações com a vizinhança e 
não 6 como em outros métodos. 
O método descrito por Munjiza e Andrews (1998) foi escolhido devido à eficiência para 
uma grande quantidade de partículas a ser estudada e também devido ao fato de que as 
partículas desse trabalho apresentam pequenas variações de diâmetro, de modo que uma 
célula pode ter até 2 partículas alocadas.  
As partículas deste trabalho podem ter rápida variação de posição, tornando assim o 
método de Munjiza e Andrews (1998) mais adequada para tal realização. 
A fim de avaliar o numero de interações entre o método mais simples de detecção de 
contato onde a verificação é feita entre todas as partículas do sistema, uma comparação é feita 
com o método implementado neste trabalho. Para uma quantidade de 49 partículas de 
diâmetro igual distribuídas em 49 células, apresentado através da figura 15, o método simples 
apresentou mais de 1200 interações enquanto o método implementado neste trabalho 














4.3 Forças de Contato Entre Partículas. 
 
 
O contato entre as partículas é definido e baseado pela relação geométrica entre as 
partículas do meio e ou partículas da parede, checado através do algoritmo de contato definido 
no capítulo 4.2.  
Para realizar este trabalho foi usado o modelo soft spheres apresentado no trabalho de 
O’Sullivan, (2011) o qual descreve as partículas sendo deformáveis no ponto de contato. 
Quando duas esferas P1 e P2 possuem distâncias entre centros menores que a soma dos seus 
raios e estão localizadas em células que possam estar em contato, existe a penetração e 
consequentemente uma força de reação. As partículas da parede diferente das do meio, não 
sofrem movimentos e suas velocidades e acelerações são nulas.  
No método DEM, a posição de cada partícula é determinada passo a passo no intervalo 
t . A posição e a força de contato determinam seu movimento enquanto a magnitude da força 
de contato é determinada pelo deslocamento relativo e velocidade relativa de cada elemento. 
Para o modelo constitutivo implementado neste trabalho tem-se que as forças normais 
)( tnF   atuam sempre normal à direção de contato en, forças tangenciais )( ttF   atuam 
perpendicularmente à força normal e o momento de Rolamento )( trM  atua no centroide das 
partículas, conforme figura 16.a, 16.b e 16.c. 
As velocidades ω referem-se às velocidades angulares e v referem-se às velocidades 
normais das partículas. 
 
 






O equilíbrio de corpo livre é aplicado na figura 16.c para cada partícula a fim de se 
calcular as forças equivalentes que atuam no centroide.  
A figura 16.a apresenta o vetor unitário en  conectando o centro das partículas P1 e P2. A 
direção tangencial é designada por um vetor unitário tangencial et. A sobreposição ou overlap 
denominado como u  pode ser dado no modo compressão apresentado na figura 16.a ou 
tração-compressão apresentado na figura 16.b. 
A força normal )( tnF   decomposta em componentes elástica normal )( tknF   e de 
amortecimento )2/1( tcnF  
atua na direção de en. A força tangencial )( )( ttFt  atua na direção 
tangencial et. A interação entre as partículas também possuem uma resistência ao rolamento 
)( trM   , conforme mostrado na figura 16.c.. 
Para determinar todas as forças e momentos que atuam na partícula, existem 6 
parâmetros constitutivos a serem considerados, sendo eles: rigidez de contato normal, nk , 
amortecimento normal viscoso, nC , rigidez de contato tangencial, tk , coeficiente de 
amortecimento na direção tangencial, tC , coeficiente de atrito na direção tangencial, tu , 
coeficiente relacionado à resistência ao rolamento, ru . Os modelos das partículas que possuem 
modo tração-compressão ou apenas compressão, são estratégias de implementação do modelo 









O modelo da equação 4.6 exemplifica o contato de uma partícula específica com outras 
duas na qual as forças resultantes são dadas por: 
 
)(3,1)(2,1)(1 tntntn FFF     
 
)(3,1)(2,1)(1 tttttt FFF                     (4.6) 
                 
)(3,1)(2,1)(1 trtrtr MMM     
 
Para o contato entre duas partículas como P1 e P2, as forças normais e tangenciais são 
dadas nas componentes x e y. 
 
ntntn eFF )(2,1)(2,1                            (4.7) 
ttttt eFF tt )(2,1)(2,1 )()(     
Já para o momento rotacional, não existem forças nas direções x e y, apenas o momento 
resultante na direção z, conforme equação 4.8. 
          
 )(2,1)(2,1 00 trtr MM                    (4.8) 
 
 
4.4 Força de Contato Normal de Partícula. 
 
 
Para calcular as forças de contato normal nF  entre as partículas, é necessário 
primeiramente que as partículas estejam em contato e essa condição é conferida a cada 
instante de tempo t  nas n interações pré-estabelecidas. 
A força de contato normal é composta por uma componente elástica através da rigidez 






cnknn FFF                                     (4.9) 
 
A componente de amortecimento é utilizada para dissipar a energia cinética da oscilação 
devida à força de contato elástica da mola. 
De acordo com a figura 18, para encontrar a distância entre os dois centroides têm-se 
que: 
 
    221
2
21 yyxxn uuuuu                               (4.10)  
 
        
 
Figura 18: Mecanismo das forças normais 
 
Onde xu1 , yu1 , xu2  e yu2  são as posições nas direções de x e y das partículas P1 e P2 
xv1 , yv1 , xv2  e yv2 são as velocidades das partículas P1 e P2 nas direções x e y. 
Para as partículas P1 e P2 em contato mostrado na figura 18, no primeiro instante de 
tempo t, o deslocamento relativo é igual a sua quantidade de sobreposição dos elementos, 
sendo: 
 
Overlap = )( 21 rruu n                                 (4.11) 
 





As forças de contato podem ser obtidas através do deslocamento relativo durante o 
passo de tempo t .  
Assim para direção normal, a força da mola no tempo t é proporcional à quantidade de 
overlap u , obtida adicionando o incremento da força da mola k . Assim: 
 
nntkn eukF  )(                                 (4.12) 
 





















)(                      (4.13) 
 
A parcela do amortecimento viscoso, nC  é proporcional à velocidade relativa da 
partícula P1 em relação a P2: 
 
vCF ntcn  )2/1(                           (4.14) 
 
Em que nC  é coeficiente de amortecimento na direção normal demonstrado na figura 18 
e t  o passo de tempo. v  é a variação da velocidade dada por: 
 









                             (4.15) 
 
Os cálculos demonstrados de 4.12 a 4.15 são exemplificados para 2 partículas P1 e P2 e 
deverá ser repetido para todos os outros pares de partículas em contato, a fim de se obter a 
força normal  )( tnF   final para um determinado passo de tempo t . 
Logo, a força normal )( tnF   pode ser dada por: 
 





Onde a diferença do passo de tempo entre a componente elástica e a componente de 
amortecimento é desconsiderada, conforme apresentado no trabalho do autor Verlet, (1967). 
 
 
4.5 Choque Tangencial entre as Partículas 
 
 
As forças tangenciais também são descritas através de duas componentes, sendo elas de 
rigidez tangencial ktF  e de amortecimento tangencial ctF . 
O modelo de contato utilizado foi descrito por Onate e Rojek (2004), na qual a força 
tangencial total é dada por: 
 
ctkt FFtF                                     (4.17) 
 
Logo a velocidade relativa tangencial entre 2 partículas em seu ponto de contato é dada 























Figura 20: Velocidades tangenciais em contato 
 
A figura 20 apresenta o momento em que as duas partículas entram em contato: 
 
A velocidade relativa é dada por: 
 
)2/1(1)2/1(2)2/1(   ttt VrtVrtVrel                                 (4.20) 
 
A velocidade tangencial é dada por: 
 





  )()()2/1()2/1( tntntt eeVrelVrt                                   (4.22) 
 
Quando é analisado o impacto das partículas do meio com as partículas da parede, as 
velocidades de translação e rotação 2V  e 2  são nulos. 
A relação entre o deslocamento relativo tangencial tu  e o módulo da força de atrito 
tangencial )( tFt   para o modelo de Coulomb clássico de atrito com uma )( tnF   constante, 
pode gerar oscilações não físicas da força de atrito, devido as possíveis mudanças de direção 
da velocidade relativa tangencial. Assim, conforme descrito por Onate e Rojek (2004) para 
regularização dessa oscilação, a solução envolve a decomposição da velocidade relativa 
tangencial em duas componentes sendo elas uma parte reversível )2/1( t
r
Vrt  e outra 
irreversível )2/1( t
ir




Figura 21: Gráfico de força relativa tangencial e deslocamento relativo tangencial. Lei 
de Coulomb e Lei de Coulomb regularizada. 
 
Logo a velocidade relativa tangencial é dada pelas duas componentes, em que: 
 










A analogia descrita através da Lei de Coulomb regularizada, permite que seja calculada 
a força de atrito tangencial, equivalente a um problema de elasto plasticidade, utilizando o 
algoritmo de Verlet. 
Para os pares de partículas em contato é necessário conhecer a força de contato na 
interação anterior )( tktF   para que o novo incremento da força de atrito tangencial seja 
somado ao valor da interação anterior. O deslocamento relativo tangencial é calculado através 
da velocidade relativa tangencial, descrita na equação 4.23. Uma vez conhecida à velocidade 
da equação 4.23, é possível multiplicar esse valor pela rigidez tangencial, tk , encontrando 
assim o incremento da força relativa tangencial. Quando não existe contato entre os pares de 
partículas, esse incremento da força tangencial é nulo. 
Logo, a força de atrito tangencial para um par de partículas em contato devido à rigidez 
tangencial, é dado por: 
 
tVrtkFF tttkttkt   )2/1()1()(                                (4.24) 
 
Uma vez calculada a força tangencial dada pela equação 4.24, verifica-se a condição de 
escorregamento da partícula, onde: 
 
)()( tnttkt FFr                                               (4.25) 
 
Na qual )( tnF   é dada através da equação 4.16. Caso 0r  existe um contato sem 
escorregamento das partículas e a força tangencial de atrito é dada pela equação 4.24. 
Caso exista escorregamento, verificado através da equação 4.25, a força tangencial de 



























Assim como no choque normal em que a componente de amortecimento é dada através 
da velocidade relativa normal, a componente da força de amortecimento tangencial ctF  é dada 
através da velocidade relativa tangencial Vrt: 
 
)2/1()2/1(   tttct VrtCF , caso 0r                          (4.27) 
Caso 0r , 0)2/1( tctF  
 
Para o cálculo da força tangencial total, dada pela componente de atrito da mola e pela 
componente de amortecimento, tem-se que: 
 
)()()( tcttktt FFtF                                    (4.28) 
 
Assim como no cálculo da força normal, a diferença do passo de tempo entre a 
componente elástica e a componente de amortecimento é desconsiderada Verlet (1967). 
Uma vez que a força tangencial )( ttF  é dada no centroide da partícula, a interação entre 
P1 e P2 devido à força tangencial pode gerar um torque )( tT  , calculado através de 4.29: 
 
rxFtT tt )()(                                   (4.29) 
 
As forças tangenciais )( tFt   e o torque )( tT   atuam no centroide das partículas em 
contato, sendo decompostas nas direções x, y e z. As componentes das forças tangenciais são 
somadas às componentes das forças normais para cálculo da velocidade no tempo 2/1t  e 
posição t  no integrador de Verlet. Já a componente do torque tT  é somada ao momento de 









4.6 Momento de Rolamento 
 
 
O modelo utilizado para o cálculo do momento de rolamento foi descrito por Ai Jun 
(2011), onde é aplicado um torque constante para descrever o atrito de rolamento. O momento 
de rolamento é aplicado nos pares de partículas em contato. A direção do torque é sempre 




tr FRM   


                               (4.30) 
 
Onde rel  é dado por: 
 
21  rel                                (4.31) 









                         (4.32) 
 
 
4.7 Comparação entre força elástica e força de amortecimento 
 
 
A força elástica do choque entre 2 partículas demonstrado na figura 22, é dada em 
função da penetração entre as partículas u  com a rigidez equivalente bem como o 
coeficiente de amortecimento. Entretanto, com a interação de uma partícula móvel com outra 
fixa como a partícula da parede, por exemplo, logo após a penetração máxima, cuja 
velocidade da partícula naquele determinado instante de tempo é zero, a partícula em questão 
ganha velocidade contrária ao movimento inicial na qual a força elástica tem direção e sentido 
contrário à força de amortecimento, conforme exemplificado na figura 22. 
A figura 22 exemplifica todas as penetrações da partícula ao longo do tempo, cujo passo 





consequentemente a força elástica, seja ela normal ou tangencial, é a maior neste momento. É 
possível observar na figura 22.b, antes da penetração máxima a força elástica e de 
amortecimento trabalham juntas para reduzir o impacto. Logo após a máxima penetração na 
figura 22.c, é visto que a força de amortecimento trabalha de forma oposta a força elástica. 
Quando a força de amortecimento troca o sentido e o seu módulo é maior ou igual ao 
módulo da força elástica, as forças atuantes de contato são desligadas. 
A figura 23 traz a interação entre 2 partículas ao longo do tempo. Os pontos plotado no 
gráfico são quando se tem a maior penetração entre as partículas e a menor velocidade. A 
partir deste ponto, a componente do amortecimento trabalha de forma oposta a força elástica e 
no momento que a força de amortecimento se iguala a força elástica, as forças atuantes no 




Figura 22: a) Penetração na parede; b) Partículas em contato antes da penetração 








Figura 23: Demonstração do Desligamento das forças de reação  
 
 
4.8 Estabilidade do Passo de Tempo 
 
 
Para a formulação DEM o passo de tempo t  utilizado no algoritmo é muito 
importante, pois a determinação do número de interações deve ser otimizado ao máximo para 
evitar sobrecarregamento do sistema, evitando cálculos desnecessários. 
Muitos autores tem estudado a formulação para calcular o passo de tempo . É aceitável 
que atribua um passo de tempo menor que o valor crítico calculado  Os autores Cundall e 
Strack (1979), determinaram o valor do t crítico critt  através da frequência natural e uma 














Ct                           (4.34) 
 
 autor Tsuji et al. (1993) utilizou a constante  
5

C  propondo valores diferentes dos 
autores Cundall e Strack (1979). Entretanto, outros autores como Malone e Xu (2008) 
demonstraram que os erros foram minimizados através da constante 5,0C , calculado para 
um sistema de partículas elástico. 
O critt  utilizado neste trabalho é o mesmo proposto por Malone e Xu (2008), na qual a 






t min5,0                                (4.35) 
 
 
4.9 Amortecimento Global das Partículas 
 
 
Nos capítulos anteriores, os amortecimentos foram descritos através da translação das 
partículas e o movimento de rotação. O amortecimento é responsável pela dissipação da 
energia do contato entre 2 partículas, estabilizando dessa forma o sistema. 
Entretanto, muitas vezes as partículas podem não apresentar contato e para acelerar a 
estabilização do sistema de partículas é necessário uma componente de amortecimento, 
conforme descrito pelos autores Onate e Rojek (2004). Pensando neste amortecimento global, 
Cundall e Strack (1979) propuseram um coeficiente o qual pode ser interpretado como um 
sistema de amortecimento ligado às partículas da fronteira do sistema. Para implementar o 
amortecimento global neste trabalho, foi utilizado o método desenvolvido por Onate e Rojek 













IM                       (4.37) 
 
Onde damp  e damp  são os coeficientes de amortecimento linear e rotacional,  )(1 )2/1( ttv  e 
)(1 )2/1( tt
  são as velocidades lineares e angulares da partícula em questão. Das equações 4.36 e 
4.37 os coeficientes de amortecimento global são opostos à velocidade linear e de rotação. 
As forças de amortecimento global são adicionadas à equação de movimento global das 











                    (4.39) 
 
Logo, a expressão do algoritmo de Verlet descritos nas equações 3.18 à 3.21 com a 
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xtxx   
 
Para o movimento angular, as equações de posição e velocidade angular são dadas por: 
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5. IMPLANTAÇÃO E VALIDAÇÃO FEM 
 
 
Neste capítulo serão demonstradas as implantações e validações do algoritmo DEM para 
choque das partículas, iniciando a validação através do choque elástico para posterior 
validação do choque tangencial e do momento de rolamento. 
 
 
5.1 Simulação do Choque de uma Partícula com a Parede 1D. 
 
 
Neste capítulo será tratado as validação do choque normal entre 2 partículas onde uma 
delas pertence ao meio e a outra partícula pertence ao contorno, conforme ilustração da figura 
22.  
O algoritmo deste trabalho foi desenvolvido utilizando o software de computação 
numérica Matlab®. A principais características para implementar o choque de partículas 
utilizando o Matlab são: 
 
 Limite espacial da simulação com possibilidades de ajuste conforme 
tamanho das partículas do meio.  
 Diferentes geometrias do contorno. 
 Quantidade de partículas. Neste trabalho foi utilizado partículas com até 3 
diâmetros distintos.  
 Possibilidade das partículas trabalhem em modo compressão/tração ou 
apenas compressão.  
 Introduzir corpos externos modelados através de partículas como exemplo 
de rotores ou barreiras físicas/móveis. 








Figura 24: Choque normal das partículas, a) Choque partícula/parede, b) Choque 
partícula/partícula. 
 
O choque de duas partículas são sumarizados através dos seguintes passos: 
 
1. Definição da massa, rigidez, amortecimento e excitação do sistema. 
2. Definição dos valores de tempo inicial e final, bem como passo de tempo t  
atendendo ao passo de tempo crítico. 
3. Criação dos vetores de inicializações do deslocamento, velocidade e forças de 
reação.  
4. Definição do tamanho do grid bem como uma lista contendo todos as células e suas 
interações. 
5. Cálculo da posição das partículas na célula, conforme exemplificado no capítulo 4.3. 
6. Verificação de contato a cada passo de tempo das partículas em estudo. Trabalhando 
em modo de compressão das partículas, essa verificação é dada através de 
21)(2)(1 rruxx ntt    , onde  )(1 tx   e  )(2 tx    são as posições das partículas P1 e 
P2 em um determinado instante de tempo tt  e nu  a distancia entre os centros das 
partículas em questão. Trabalhando em modo tração/compressão, a verificação é 
dada através da seguinte equação:  6/)( 21)(2)(1 rruxx ntt   . 
7. O cálculo de contato entre as esferas é dado pelas equações de choque de partículas 





8. uma vez calculada as interações possíveis entre as partículas, é feito o somatório de 
forças atuantes. 
9. Uma vez obtido todas as forças que atuam sobre uma determinada partícula, o 
cálculo de integração numérica utilizando o algoritmo de Verlet é realizado. 




Figura 25: Esquema do choque de partículas. 
 
A seguir 5 casos unidimensional entre 2 partículas são estudados. No choque clássico de 
2 partículas em apenas uma direção onde não há amortecimento, 5 casos foram estudados. O 










das partículas, diâmetro das partículas m04,0 , massa kgmp 5  e o passo de tempo 
st 550 .  
 Caso 1: Velocidade partícula i= 1 m/s 
                Velocidade partícula j= -3 m/s 
 
 




Figura 27: Resultado do choque do caso 1, a) troca de velocidades, b) Equilíbrio das 
forças de reação em = umuKn  . 
 
É possível observar da figura 27.a, que as partículas trocam de velocidade após o 
choque assim como previsto através da literatura do choque de duas partículas, enquanto na 
figura 27.b é apresentado a força de reação devido a rigidez elástica da partícula nK  e a 





de reação causada pelo choque uKn   é comparada com a componente da massa m pela 
aceleração.  
 Caso 2: Velocidade partícula i= 3m/s 
              Velocidade partícula j= -1m/s 
 
 




Figura 29: Resultado do choque do caso 2, a) troca de velocidades, b) Equilíbrio das 
forças de reação em = umuKn  . 
 
É possível observar nas figuras 29.a e 29.b que o comportamento das partículas é 
idêntico ao do caso 1, trocando as velocidades após o choque 
 Caso 3: Velocidade partícula i= 3m/s 











Figura 31: Resultado do choque do caso 3, a) troca de velocidades, b) Equilíbrio das 
forças de reação em umuKn  . 
 
Diferente dos casos 1 e 2, as partículas do caso 3 possuem diferentes velocidades e 
direção fazendo com que a força de reação seja diferente. Assim como ocorre na colisão 
clássica de 2 partículas, ambas as partículas trocam de velocidade após o choque conforme 
figuras 31.a e 31.b. 
 
 Caso 4: Velocidade partícula i= -3m/s 

















Figura 33: Resultado do choque do caso 4, a) troca de velocidades, b) Equilíbrio das 
forças de reação em umuKn  . 
 
De acordo com os resultados obtidos nos 4 casos, todas as partículas se comportam 
como o esperado, assumindo a velocidade uma da outra após o choque. Esse comportamento 
não ocorre quando em caso de amortecimento, pois o amortecimento diminui a velocidade 
final das partículas. 




 Caso 5: Velocidade partícula i= 1m/s 
             Velocidade partícula j= -3m/s 







Figura 34: Resultado do choque do caso 5 com amortecimento, a) Velocidades 
amortecidas, b) Equilíbrio das forças de reação em umuCuK nn   . 
 
No caso 5, o amortecimento dissipa a velocidade final das partículas. É possível 
observar que o maior pico da força de 34.b ocorre no primeiro instante de contato, devido a 
velocidade ser a maior neste instante. Quando se obtém a sobreposição máxima entre as 
partículas, a força de amortecimento é 0 devido não existir velocidade neste instante. Logo 
após a sobreposição máxima, as partículas trocam de velocidade e a força de amortecimento 
começa a trabalhar de oposta força elástica. Uma vez que a força de amortecimento atinge o 
mesmo valor ou ultrapassa a força elástica, kncn FF  , todas as forças do sistema são 
desligadas. É importante observar que o equilíbrio de força prevalece em todo instante do 
choque apresentado na figura 34.b. 
 
 
5.2 Simulação do Empilhamento Normal das Partículas 
 
 
Esta validação será dada através da resposta analítica de um sistema com 5 partículas 
empilhadas com a resposta obtida pelo algoritmo aqui proposto. 










u                      (5.1) 
 











                      (5.2) 
 
1pK  e 1eK corresponde a rigidez das esferas da parede e do solo. O contato entre as 












                       (5.3) 
 
Onde 1eK  e 2eK  são correspondentes a rigidez das esferas 1 e 2. 










1 10 , 
kgm 1 , m04,0 , NF 500 . 
 










A figura 35 apresenta o resultado obtido através do algoritmo desenvolvido. É possível 








Figura 35: Teste de compressão, a) Esquema do teste, b) overlap das esferas. 
 
É encontrado uma boa convergência entre o resultado analítico e da simulação. É 
possível também observar uma oscilação das partículas em torno do resultado final de 0,001m 
e isso se da à ausência de amortecimento do sistema. A ausência de amortecimento nesta 




5.3 Conservação de Energia 
 
 
Neste capítulo foram estudadas e comparadas as energias das partículas antes e após o 
choque. As energias da partícula são constituídas de energia cinética, potencial e 
gravitacional. Neste caso será demonstrada a convergência de um sistema de 2 partículas com 
energias cinéticas e potenciais, sendo que as partículas neste teste possuem forças normais 
nF e forças tangenciais Ft . 
O teorema de trabalho-energia cinética é uma consequência direta da 2 lei de Newton. 
Quando uma partícula de massa determinada  se movimenta ao longo da direção x devido à 











x   )(                     (5.4) 
 
Onde uf  e ui  são as posições finais e iniciais das partículas e pela 2 lei de Newton tem-
se que umF x )(  





mdxum                              (5.5) 
 











                    (5.6) 
 




mdxum                    (5.7) 
 














vimvfmW                      (5.9) 
 
A equação da energia cinética pode ser descrita como: 
 






Entretanto para descrever a energia total de uma partícula, é preciso considerar a parcela 
da energia potencial elástica, onde a energia potencial pode ser associada ao trabalho realizado 





x )(                                  (5.11) 
 





xxxx  )(00                                 (5.12) 
 
Considerando uma partícula no seu estado inicial  e xkF x )( , onde x=0 a equação 









xx                           (5.13) 
 







vmxkE nn                           (5.14) 
 
A energia relacionada ao torque gerado na esfera é calculada da mesma forma que os 
deslocamentos lineares, entretanto as velocidades lineares são substituídas por velocidades 
angulares, a rigidez é relacionada à rigidez de tangencial e a massa é substituída pelo 
momento de Inércia, dado por: 
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Assim, para validar e analisar a energia das partículas antes e após o choque, foi 
utilizado os conceitos descritos em 5.15 e 5.16 e os parâmetros utilizados são apresentados na 
tabela 1. 
 
Parâmetros Valor Unidades  Parâmetros Valor Unidades 
nk  610  N/m 1vx  1 m/s 
tk  550  N/m 2vx  -1 m/s 
nC  0 N s m-1 x1 
21024 x  m 
tC  0 N s m-1 x2 
21022 x  m 
ø 20 mm y1 
2105.21 x  m 
∆t 
560  s y2 
2105.20 x  m 
ƿ 256 kg/m³ µt 0.5  
 
Tabela 1: Parâmetros do sistema 
 
Inicialmente as partículas possuem velocidades na direção x e estão deslocadas uma da 
outra na direção y. A velocidades angulares são nulas. 
As energias iniciais, finais e o erro entre elas são apresentados na tabela 2: 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nE  Inicial total 0.0803840 N s m
-1
 




4102.3 x  % 
 










Figura 36: Relações entre força normal e tangencial 
 
Analisando um cenário na qual uma das partículas possui velocidade angular de 
srad /201 , o resultado da figura 37 apresenta o somatório das forças obtidas durante o 
choque. Os parâmetros iniciais do teste estão detalhados na tabela 1. 
As energias iniciais e finais encontrados são apresentadas na tabela 3: 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nE Inicial total 0.08199168 N s m
-1
 




3109,6 x  % 
 
Tabela 3: Resultados da energia inicial e final do sistema com velocidade rotacional 
 
A figura 37 apresenta a relação entre a força normal e tangencial. Diferente do primeiro 





coeficiente de atrito descrito na equação 4.25 é satisfeita, indicando que há escorregamento 
















































Figura 38: Balanço da energia ao longo do tempo 
 
A figura 38 apresenta o balanço de energia durante o choque entre as partículas. As 
energias contabilizadas são potenciais e cinéticas. É possível observar a convergência do 
resultado através da conservação de energia. 
 
 




No início deste projeto, foi planejado utilizar o método de Newmark para integrar a 
equação de movimento no tempo visando obter a posição e velocidade das partículas. 





de Verlet, uma vez que existem mais equações para cálculo de deslocamentos, velocidades e 
acelerações. Para isso, foi feita uma comparação entre os 2 métodos ilustrado na figura 39 . É 
possível observar que para o choque das partículas ambos os métodos funcionam e 
apresentam o mesmo resultado para penetração e força de impacto. 
Ambas as partículas estão alinhadas na direção y e afastadas uma da outra na direção x, 
conforme figura 39. 
Os parâmetros físicos utilizados são apresentados na tabela 4. 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nK  
510  N/m 
nC  0 N s m
-1
 
ø 0,04 m 
∆t 
6109 x  s 
m 5 kg 
 









Através da figura 39 é apresentada a posição inicial das partículas em estudo. A 
partícula P1 possui uma velocidade inicial  v = -1m/s e a primeira interação de P1 ocorre com 
a partícula do contorno, cuja rigidez mNKn /10
6 .  Logo após o choque com a parede, a 
partícula P1 atinge a partícula P2 que consequentemente atinge P3. No estudo apresentado 
não é utilizado amortecimento. 
É possível observar através da figura 40 que o passo de tempo ∆t = 9 x 10-6s apresenta 




Figura 40: Comparação dos Métodos de Verlet e Newmark para ∆t=9 x 10-6 s, a) 








Figura 41: Comparação dos Métodos de Verlet e Newmark para ∆t=5 x 10-5 s 
 
 
5.5 Validação do momento de Rolamento. Empilhamento livre 
 
 
O primeiro teste de validação do momento de rolamento foi dado através do ensaio 
realizado pelo autor Ai (2011). Um conjunto de 25 partículas idênticas foram empilhadas 
conforme ilustração da figura 42. 
Todas as partículas possuem raio r=5 mm na qual as propriedades de contato são 
descritas na tabela 5.  
O trabalho desenvolvido por Ai (2011) descreve a interação entre as partículas com uma 
parede “lisa”, contudo neste trabalho a parede é feita com esferas pelo simples fato de auxiliar 
a detecção de contato das partículas do meio com as do contorno, onde muitas vezes podem 
possuir geometrias irregulares. Logo, através desta validação é possível entender a influência 
das partículas da parede com os resultados já comprovados por Ai (2011). 





Parâmetros Valores Unidade 
nk  
4105,6 x  N/m 
tk  
3103,3 x  N/m 
nC  39,6 N s m-1 
tC  5,7 N s m
-1
 
ø 0,001 m 
∆t 
5106 x  s 
 1056 kg/m³ 
t  0,8 - 
r  0,2 - 
tdamp,  
5101 x  1/s 
rdamp,  
6101 x  1/s 
 
Tabela 5: Parâmetros das Partículas do meio 
 
Os coeficientes de atrito tangencial e rotacional das partículas da parede são os mesmos 
utilizados para as partículas do meio. 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nk  
6105,6 x  N/m 
tk  
6103,3 x  N/m 
nC  988,2 N s m-1 
tC  5,7 N s m
-1
 
ø 5 mm 
 1056 kg/m³ 
 








Figura 42: Empilhamento das Partículas 
 
O resultado encontrado pelo autor Ai (2011) para o empilhamento livre das partículas é 
apresentado na figura 43. 
 
 






Utilizando o algoritmo desenvolvido neste projeto, na qual o contorno é feito com 
partículas e utilizando os parâmetros descritos nas tabelas 5 e 6, o resultado obtido pela 




Figura 44: Resultado do Empilhamento das Partículas 
 
Através da figura 45, é possível analisar as trajetórias das partículas ao longo do tempo 
nas direções x e y. Os maiores deslocamentos ocorrem nas partículas do topo nas quais após  







Figura 45: Deslocamento das partículas, a) Posição em x, b) Posição em y. 
 
 A fim de entender a influência do momento de rolamento, o autor Ai (2011) eliminou a 




Figura 46: Resultado do teste de empilhamento sem rolamento 
 
A componente do rolamento é muito importante para descrever interações entre 
partículas. A figura 47 traz o resultado da simulação utilizando o algoritmo proposto para esse 
trabalho sem a componente do rolamento. É possível a boa convergência do modelo proposto 















Figura 47: Resultado do Empilhamento das Partículas sem rolamento 
 
A relação entre o diâmetro das partículas da parede com as da pilha também foram 
avaliadas e os parâmetros iniciais são apresentados através das tabelas 5 e 6. Para o resultado 
da figura 48, as partículas da parede são 4x menores que as da pilha e possuem diâmetro de 
2,5 mm. 
Em comparação com o resultado da figura 44, cujo diâmetro das partículas da parede 
são 5 mm, o resultado da figura 48 cujo diâmetro das partículas são 2,5 mm, são muito 
similares com os resultado do autor Ai (2011). 
A resistência ao rolamento é menor quando as partículas da parede possuem menor 
diâmetro. 
A figura 49 apresenta o resultado da queda livre das partículas cuja partículas da parede 
possuem diâmetro de 1,25 mm. Comparado com os resultados obtidos na figura 44 e 45, todas 






Logo, as 3 análises realizadas cuja relação de diâmetro da pilha com a parede são de 1/2, 
1/4 e 1/8 apresentaram resultados convergentes comparados com os resultados obtidos pelo 
autor Ai (2011) apresentado na figura 43. 
 
























Figura 49: Resultado do Empilhamento com esferas da fronteira de diâmetro de 1,25 
mm 
 
A fim de avaliar a influência do passo de tempo ∆t na simulação, outra comparação foi 
feita com os resultados obtidos através da literatura. Para tal comparação, os passos de tempo 
utilizados são: sx
5103  , sx 5101   e sx 6105  . As propriedades físicas são descritas nas 
tabelas 5 e 6, e as simulações possuem partículas da parede com diâmetro de 5 mm. Os 
























Figura 52: Resultado do empilhamento com ∆t = sx 6105   
 
É possível observar uma pequena diferença na posição final das partículas com 
diferentes ∆t. As simulações com sxt 5101   e sxt 6105  , apresentam 
comportamentos similares. 
Analisando as 2 variáveis do algoritmo proposto, sendo elas o diâmetro da partícula da 
parede e passo de tempo t , a variável que possui maior influência na simulação é o passo de 
tempo t . 
A figura 53 apresenta a trajetória das partículas de acordo com os 4 diferentes passo de 
tempo. As flechas representam a posição final da partícula que possui maior deslocamento, 

















Uma análise unitária da partícula 25 é apresentada através da figura 54. É possível ver 
uma proximidade grande entre os diferentes passos de tempo ∆t, contudo, o rolamento é cerca 
de 3% maior quando o sxt 6103  . Extrapolando o passo de tempo para sxt 4101  , é 
possível observar que a partícula tem uma certa instabilidade, uma vez que é utilizado passo 
de tempo acima do crítico permitido.  
Ainda comparando a influência do t , a figura 55 apresenta resultado da queda das 











Figura 56: Deslocamento da partícula 25 
 
A análise unitária da partícula 25 é apresentada através da figura 56. É possível observar 
a boa convergência para os diferentes passos de tempo simulados, cuja partículas da parede 
possuem diâmetro de 1,25mm 
A figura 57 apresenta o deslocamento das partículas para sxt 4101  . É possível 








Figura 57: Deslocamento da partícula 25 
 
 
5.6 Validação do momento de Rolamento. Teste Com Barreira 
 
 
O segundo teste de validação foi reproduzido pelo autor Li (2005) cuja intenção é 
estudar o escoamento das partículas em u dispositivo apresentado na figura 58. 
No dispositivo desenvolvido para o experimento da figura 58, o autor Li (2005) utilizou 
uma caixa menor encaixada dentro de uma maior, permitindo que as partículas escoem 








Figura 58: Dispositivo caixa maior e caixa menor 
 
Os resultados obtidos através do algoritmo proposto neste trabalho foram comparados 
com os resultados encontrados pelo autor Li (2005) 
O trabalho desenvolvido por Li (2005) propõem um dispositivo e uma simulação 
bidimensional com espessura de 60 e 78 mm. Neste trabalho não é possível reproduzir uma 
simulação bidimensional, pois o atrito que as faces das 2 caixas propõem interferem 
fortemente no resultado da simulação. Devido a espessura do dispositivo ser maior que o 
diâmetro das partículas, a simulação proposta por Li (2005) é feita em um domínio 3D, 
diferente do trabalho proposto em que o domínio é 2D. Para poder comparar ambas as 
simulações, foram necessárias algumas adaptações para manter a equivalência dos modelos. 
Para utilizar as mesmas dimensões do dispositivo proposto na literatura que possui 3000 
partículas com raio médio de 6 mm, foram utilizadas 420 partículas com raio médio de 6 mm.  
Os parâmetros utilizados nesta comparação são apresentados através das tabelas 7 a 10. 
Os coeficientes de atrito proposto são os mesmos da literatura.  
 
Grupos Ø 1 Ø 2 Ø 3 
Diâmetro [m] 0,013 0,012 0,011 
Quantidade 105 210 105 
 







Parâmetros Valor Unidades 
nk  
61002,1 x  N/m 
tk  
41009,5 x  N/m 
nC  173,4 N.s/m 
tC  27,7 N.s/m 
∆t 
5106 x  s 
 2456 kg/m³ 
t  0,4 - 
r  0,1 - 
 
Tabela 8: Parâmetros das partículas do meio 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nk  
7105,6 x  N/m 
tk  
7103,3 x  N/m 
nC  1069 N s m-1 
tC  1 N s m
-1 
t  0,4 - 
r  0,1 - 
Ø 5 mm 
 
Tabela 9: Parâmetros das partículas da parede. 
 
Parâmetros Valor Unidades 
nk  
7105,6 x  N/m 
tk  
7103,3 x  N/m 
nC  1069 N s m-1 
tC  1 N s m
-1
 
t  0,4 - 
r  0,1 - 
Ø 5 mm 
 
















5.0                     (5.17) 
 
Para simulação, inicialmente durante 2s as partículas sob ação da gravidade são 
deixadas para acomodação. Após 2s, inicia-se o movimento da barreira com velocidade 
constante de 0,01m/s na direção y. Durante 15s, as partículas da barreira avançam na direção y 
com velocidade constante, conforme exemplificado por Li (2005) na figura 59. Após 15s, a 
velocidade da barreira é desligada e as partículas permanecem escoando por mais 2s até 
alcançar a posição de repouso. O passo de tempo utilizado é: sxt 5105  . 
A figura 59 apresenta a simulação tridimensional desenvolvido por Li(2005). O modelo 









A figura 60 é apresenta os resultados da simulação com o algoritmo proposto. É 
possível observar a formação de uma pilha de partículas com um determinado ângulo medido 
em relação ao plano horizontal. Após atingirem o repouso, as partículas apresentam um 
ângulo de aproximadamente 27º, conforme figura 61. O resultado encontrado na literatura 
pelo autor Li (2005) é de 21º. O resultado ligeiramente diferente da literatura pode ser dada 
pela simplificação do domínio tridimensional para um domínio bidimensional e por utilizar 




Figura 60: Simulação com Barreira em diferentes passos de tempo, a) st 0 , b) st 5 ,    c) 







Figura 61: Angulo da pilha do teste com Barreira no instante final da simulação 
 
A fim de comparação e refinação do resultado, o sistema da figura 59 foi simulado com 
partículas da parede mais refinadas de diâmetro 2,5 mm.  
O resultado obtido dado tal refinação é apresentado na figura 62. O ângulo da pilha 








Figura 62: Teste com Barreira e partículas do contorno menores. 
 
 
6. RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
 
Este capítulo tem como objetivo comparar os resultados de uma típica fundação onde há 
interação solo-estrutura através do modelo DEM implementado neste trabalho com a solução 
analítica dada pela teoria do contínuo.  
Além da comparação estática realizada, uma análise dinâmica é feita para diversas 
frequências de excitação. Como resultado, a amplitude do deslocamento das partículas são 
analisadas. 
Para isso, o trabalho foi conduzido da seguinte maneira: 
 Determinação e validação dos parâmetros constitutivos da simulação, os 
quais serão utilizados para comparação do modelo DEM e a solução analítica da 






 Comparação dos resultados do modelo DEM e a solução analítica. Neste tópico 
serão apresentados os resultados para um sistema solo-estrutura na qual a estrutura 
será submetida a uma excitação externa. 
 
 
6.1 Determinação das propriedades Geométricas e Parâmetros Constitutivos 
 
 
O principal objetivo deste trabalho é comparar o modelo desenvolvido através do 
método de elementos discretos DEM com uma típica interação solo-estrutura modelado 
através da teoria do contínuo. 
Inicialmente 2 parâmetros constitutivos são calculados, chamados de módulo de 
elasticidade “E” e coeficiente de Poisson “ ” (e/ou módulo de ridigidez  “Gz” ) para um 
conjunto de partículas. Através das equações da mecânica do continuo clássica, serão 
calculados os parâmetros das partículas que pertencerão ao sistema. A figura 63 representa um 
conjunto de partículas do solo na qual a variável  Li = 0.045 m é o comprimento total inicial 
do conjunto de partículas, Lf o comprimento total após aplicação da força, “F” a força 
aplicada e nk  o coeficiente de rigidez equivalente entre as partículas. As partículas estudadas 












Figura 64: Parâmetros das Partículas 
 
Para definir o módulo de elasticidade, inicialmente é necessário calcular o deslocamento 
ou variação das partículas através de  u  , da força externa aplicada “F” e do coeficiente de 









Através da força externa “F” aplicada sobre uma área da partícula “A”, é possível 




y                        (6.2) 
 
A área “A” é o diâmetro “Ø” da partícula. Para definir o módulo de elasticidade do 




                        (6.3) 
 




E                          (6.4) 
 




















Parâmetros Constantes dos testes 
)(solonk  6102  N/m 
)(solotk  4105  N/m 
)( paredenk  6102  N/m 
)( paredetk  4105  N/m 
)(solonC  800 N s m-1 
)(solotC  1 N s m-1 
)( paredesolonC   800 N s m-1 
)( paredesolotC   1 N s m-1 
r  0,2 - 
ø 10 mm 
t  0,2 - 
tdamp,  5101   1/s 
rdamp,  6101   1/s 
 








u               
É possível observar que o valor encontrado pela simulação na figura 65 é o mesmo 
encontrado através da equação 6.5. Diferente do cálculo apresentado no capítulo 5.2, o 
modelo aqui utilizado é o tração-compressão.  
 
4105,707925,008,0  xLfLiu              (6.5) 
 










                 (6.6) 
 
















               (6.7) 
 
















Figura 65: Resposta do sistema para os parâmetros das partículas, a) força “F”, b) 
deslocamento u  
 
A figura 65.b apresenta o deslocamento da partícula devido a força externa “F” 
enquanto a figura 65.a apresenta força “F” do sistema. 
O principal objetivo é fazer com que a deformação final do sistema de partículas seja 
próximo ao módulo de elasticidade do aço, o qual possui Módulo de Elasticidade de 21GPA. 
Considerando uma deformação máxima de 0.01% do material, é obtido: 
 







39                         (6.10) 
 
NxxxFy 1649)005,0(1021
26                       (6.11) 
 













Figura 66: Resposta do sistema para os parâmetros das partículas corrigidos, a) 
Deslocamento, b) Força de reação, c) Força externa. 
 
A figura 66.a apresenta o deslocamento da partícula causada pela força externa “F” 
apresentada na figura 66.c. A figura 66.b apresenta a força de reação da partícula que 





Através dos resultados obtidos pela simulação, o u  é de: 
 
5105059,450799549453,008,0  xu                     (6.13) 
 






                           (6.14) 














                     (6.15) 
 
Portanto, é possível afirmar que todos os valores teóricos calculado para as 2 situações 
convergiram para os valores simulados no algoritmo desenvolvido utilizando o modo tração-
compressão das partículas e portanto, para uma deformação desejada de 0,01%, é necessário 




6.2 Definição das Propriedades de Deformação, Coeficiente de Poisson, Módulo 
de Elasticidade e Módulo de Rigidez. 
 
 
A fim de estudar o comportamento de um corpo externo sobre influencia de uma carga 
distribuída em um solo representado por partículas de diâmetro e rigidez descritas no capítulo 
6.1 e trabalhando em um modo de tração-compressão, o módulo de elasticidade e as 
deformações são calculadas baseadas nas equações 6.3 e 6.4 do capitulo 6.1, na qual os 
parâmetros constitutivos para o modelo da figura 67 são: Tensão z  é o resultado da força 
externa extF  aplicado no topo das partículas e dividido pela área transversal total das partículas 





apresentados na figura 67, onde Df  e Di  são altura final e inicial da pilha enquanto Lf e Li  










                                      (6.17) 



















                                   (6.20) 




Gz                                    (6.21) 
 
Para obter os parâmetros constitutivos descritos de 6.16 a 6.21, foram realizados 10 
simulações de acordo com o modelo da figura 67 onde em simulação a quantidade de 
partículas estudada era aumentada, avaliando assim as variações dos parâmetros constitutivos 
de acordo com o número de partículas do sistema. 
A força aplicada na camada superior de partículas da figura 67 é do tipo rampa e 







Figura 67: Partícula do domínio e do contorno. Li=0,28 [m] e Di=0,29 [m] 
 
As deformações são calculadas através das média das deformações de cada camada do 
conjunto de partículas, da seguinte maneira: No exemplo da figura 67, na direção x, as médias 
são sempre calculadas através da posição da primeira e da ultima partícula de cada camada, 
sendo que a deformação final do sistema é dada pela média da soma de todas as camadas. 
Exemplificado através da figura 67, a variação da primeira camada é dada pelo resultado 
subtração da posição das partículas 27 e 1, da segunda camada através das partículas 55 e 28 e 
assim por diante. Já para direção y, as deformações são calculadas através das médias das 
deformações das partículas da base com as partículas do topo. Exemplificado através da figura 
67, a posição da partícula 771 e 1 são subtraídas assim como as partículas 772 e 2 e assim em 
diante. Dada à variação de cada conjunto, se obtém a média final. As partículas do são 
posicionadas de tal modo que não sofram interações com as partículas da parede lateral. 
 Uma vez fixado a força aplicada nas partículas do topo em 1650 N, foram calculadas as 
deformações apresentadas na tabela 12. O intuito dessa simulação é encontrar a estabilidade 





O maior conjunto de partículas simulado para determinar o coeficiente de Poisson, 
possui 1774 partículas.  
Após simulação com 1382 partículas, é possível observar uma convergência no 
resultado, apresentado na figura 68. Quando o sistema trabalha com quantidades menores à 





129 4,83 x 10-4 -1,31 x 10-4 0,178
171 7,24 x 10-4 -1,04 x 10-4 0,144





302 7,29 x 10-4 -1,62 x 10-4 0,222





467 7,70 x 10-4 -2,10 x 10-4 0,273





797 8,08 x 10-4 -2,46 x 10-4 0,305
907 8,26 x 10-4 -2,60 x 10-4 0,315





1382 7,71 x 10-4 -2,24 x 10-4 0,291





1592 3,86 x 10-4 -1,49 x 10-4 0,274
















Figura 68: Conversão do coeficiente de Poisson 
 
As deformações xx  e yy  variam de acordo com a intensidade da força aplicada 
nas partículas do topo. A fim de comparar e comprovar essa afirmação, foram 










Tabela 13: Correlação da deformação simulada x calculada 
  





yy  Cálculo 
Linear 
xx  Cálculo 
Linear 
550 
41060,1   41026,5   41062,1   41029,5   
825 
41047,2   41095,7   41047,2   41095,7   
1100 





É possível observar da tabela 13 que os resultados simulados para deformação, variam 
linearmente com a intensidade da força aplicada. Uma vez que os resultados variam 
linearmente, é possível obter deformações para qualquer intensidade de força.  
Uma vez alcançada à estabilização do coeficiente de Poisson, o valor adotado neste 
trabalho foi de 0,277.  
 
 




O sistema solo estrutura utilizado para comparar a solução analítica dada pelo contínuo 
com a solução DEM implementada neste trabalho, é apresentada através da figura 69. O solo é 
modelado através de um semi-espaço e possui fundação com massa apoiada. A fundação deste 
sistema possui largura de 2af e interage com a base do solo. O corpo da fundação possui 
massa Mf e uma altura hf. Este problema foi solucionado pelo autor Poulos et al. (1974), 
tratando-se de uma fundação flexível. 
A equação que descreve o deslocamento vertical para uma fundação flexível descrita 
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Através da equação desenvolvida por Poulos et al. (1974) e utilizando o modelo da 
figura 69, os resultados de deslocamento obtidos serão comparados com a solução via DEM 
desenvolvida neste trabalho. 
Inicialmente foi utilizado um sistema com 306 partículas, conforme figura 70 que possui 
15 partículas na base. A camada de partículas analisada esta localizada abaixo da aplicação da 
força, representada em “laranja”. O modelo de força aplicada na camada superior da pilha é 
apresentado na figura 77.  
Durante um tempo de 1,5s, as partículas são acomodadas sobre ação da força da 
















Figura 72: Comparação entre solução analítica e teórica, a) força 1100N, b) força 425N  
 
Os resultados analíticos dado pela equação do contínuo denominado “Teórico” são 
comparados com os resultados obtidos através do DEM desenvolvido neste trabalho e 
denominado “Simulação”. Através das figuras 71 e 72, é possível observar que o 
deslocamento máximo das partículas )( xzU  
convergem para o mesmo ponto em ambos os 





sistema apresenta uma fundação (partículas da camada do topo) com largura igual a do solo 
estudada. 
A figura 73 apresenta uma solução para o sistema da figura 72 com 909 partículas. As 
camadas da pilha possuem 30 partículas. A força externa utilizada possui 825N. 




Figura 73: Comparação entre solução analítica e teórica para 909 partículas 
 
O modelo da figura 74 apresenta uma simulação com 1904 partículas.  
É possível observar boa convergência dos deslocamentos através da figura 75. A 








Figura 74: Sistema com 1904 partículas 
 
 





A fim de comparar a solução analítica da figura 69, foi desenvolvido um sistema na qual 
as partículas da base (em preto) estão conectadas entre si trabalhando no modo tração-
compressão representados através da figura 76. As partículas do meio representadas pelo solo 
também trabalham no modo tração-compressão. As partículas do solo interagem com as do 
contorno e com as da fundação. 
Os parâmetros utilizados no modelo da figura 76 são apresentados na tabela 14 
 
Parâmetros Solo Contorno  Fundação Unidades 
nk  
7108,1   7108,1 x  7108,1 x  N/m 
tk  
6108,3 x  6108,3 x  6108,3 x  N/m 
nC  150 200 150 N.s/m 
tC  27,7 27,7 1 N.s/m 
∆t 5105 x  5105 x  5105 x  s 
ρ 12105 0,4 0,4 kg/m³ 
t  0,1 0,1 0,1 - 
r  0,1 5 5 - 
 








Figura 76: Sistema Solo-Estrutura 
 
As comparações entre o resultado analítico denominado “Teórico” da equação 6.22 são 
dados em relação ao algoritmo desenvolvido utilizando a técnica DEM, denominado 
“Simulação”. As partículas em estudo são as da camada do topo do solo, que estão em contato 
direto com a fundação apresentado na figura 76. 
O modelo da força aplicada é demonstrada na figura 77.  
O resultado obtido pelas forças aplicadas são apresentados nas figuras 78 a 80. As 
partículas do solo e da fundação possuem diâmetro de 10mm enquanto as partículas da parede 
ou contorno possuem diâmetro de 2,5mm. 
É possível observar a boa convergência entre o modelo teórico e o modelo DEM através 








Figura 77: Forças aplicadas 









































































Figura 79: Análise partículas do solo sob força externa da fundação de 1650N 
 








































A fim de entender a influência do amortecimento no sistema de partículas para o modelo 
da figura 76, foi estudado o comportamento de uma partícula do centro da camada do solo, 
representada em “laranja”. Os parâmetros de amortecimento são apresentados na tabela 15 . 
Os parâmetros constitutivos não foram alterados e são apresentados na tabela 14. A força 
aplicada para esta simulação foi 1650N. 
 
Parâmetros Solo Contorno  Fundação Unidades 
1nC  150 200 150 N.s/m 
2nC  600 1200 600 N.s/m 
1tC  27,7 27,7 1 N.s/m 
2tC  100 100 10 N.s/m 
 




Figura 81: Deslocamento da partícula em estudo, a) baixo amortecimento, b) alto 
amortecimento. 
 
É possível observar na figura 81.a para 81.b que a taxa de amortecimento aumenta a 
velocidade de estabilização do sistema, onde ambas as análises convergem para o mesmo 





deslocamento e após acomodação, a força externa é aplicada. O fator de amortecimento pode 
ser trabalhado em futuras análises dinâmica de partículas de modo a se obter um tempo mais 
rápido de estabilização, diminuindo assim o esforço computacional devido ao menor tempo de 
convergência.  
A fim de entender a variação na resposta dada a quantidade de partículas utilizada, 2 
testes foram realizados com 1923 e 2434 partículas. 
É possível observar através dos resultados das simulações das figuras 82 a 85 que há 
uma boa convergência entre o resultado “Teórico” obtido pela equação da teoria do contínuo 























Figura 85: Resultado da simulação para rigidez 1923 partículas 
 
A influencia do momento de rolamento foi avaliada para um sistema solo-estrutura onde 
os parâmetros utilizados são apresentados na tabela 14 e força externa na figura 77. 
É possível observar uma grande variação do deslocamento da camada do solo devido à 
ausência do momento de rolamento.  
O resultado na figura 86 pode ser comparada ao deslocamento máximo da figura 79, 








Figura 86: Deslocamento da camada em estudo sem momento de rolamento 
 










É possível observar das figuras 86 e 87 a influencia ausência do rolamento e rigidez 
tangencial. Os resultados mostraram que a simulação sem rigidez tangencial apresenta valores 
muito parecidos com o resultado do modelo completo, enquanto a ausência do rolamento 
apresenta maior variação. Com isso, é possível afirmar que o momento de rolamento tem 
maior influencia no resultado final quando comparada a influência da rigidez tangencial. O 
sistema que possui forças normais, tangenciais, momento de rolamento e torque apresentam 
melhor convergência com o resultado da literatura.  
É importante lembrar que todas as simulações feitas neste capítulo descrevem soluções 
analíticas estáticas obtidas através da mecânica do continuo para interação solo-estrutura e são 








O modelo de simulação apresentado no capítulo 6.3, traz uma simulação dinâmica onde 
o resultado final é comparado com uma solução estática dada pela equação analítica do 
contínuo. 
Todas analises que serão apresentadas neste capítulo serão feitas sobre a ultima camada 
do solo, camada essa que esta em contato com as partículas da fundação. Quando se tratar da 
avaliação de uma partícula específica, a avaliação será dada na partícula central da ultima 
camada do solo que esta em contato com a fundação. 
Neste capítulo será estudado o comportamento dinâmico de uma interação solo-estrutura 








Figura 88: Sistema Interação solo-estrutura dinâmica 
 
Diferente do sistema solo-estrutura estudado no capítulo 6.3, a fundação traz certa 
rigidez que possibilita sua flexão, devido à existência de diversas camadas de partículas na 
fundação.  
Inicialmente, a fundação da figura 88 foi carregada com uma força externa ilustrada na 
figura 89.b. A excitação externa aplicada faz com que a estrutura vibre permitindo o 












Figura 89: Resultado da excitação em função do pulso gerado, a) deslocamento gerado, 
b) excitação pulso. 
 
Os parâmetros utilizados para fundação, solo e contorno, são apresentados na tabela 18. 
É possível obsevar na tabela 18 que os dados utilizados para simulação traz uma 
fundação 10x mais rígida que o solo, fazendo com que o solo tenha maior deformação. 
 
Parâmetros Solo Contorno Fundação Unidade 
nk  
6108,1 x  7108,1 x  7108,1 x  N/m 
tk  
5108.3 x  
6108,3 x  
6108,3 x  N/m 
nC  50 500 500 N s m
-1
 
tC  54 54 54 N s m
-1
 
∆t 5103 x  5103 x  5103 x  s 
ρ 12105 0,4 0,4 kg/m³ 
t  0,1 0,1 0,1 - 
r  0,1 0,1 0,1 - 
 





A frequência calculada para o sistema da figura 88 e utilizando os parâmetros da tabela 
18, é de 13,7 Hz. 
Para comparação do resultado devido a força externa aplicada em 89.b, foi simulado um 
sistema onde a excitação é dada por uma rampa, apresentada na figura 90.b. A figura 90.a 




Figura 90: Resultado da excitação tipo rampa, a) deslocamento gerado, b) excitação 
pulso. 
 
A figura 91 traz o deslocamento da ultima camada do solo em contato com a fundação. 
O efeito da fundação rígida pode ser observado através do deslocamento. O resultado da 



































Figura 91: Deslocamento do solo - Condições iniciais e finais 
 
Uma vez determinada a vibração natural do sistema, uma nova excitação do tipo 
senoidal foi aplicada na fundação com frequência de 5x menor que a excitação natural do 
sistema. A amplitude da força aplicada é de 1650N, conforme figura 92.a. 
O deslocamento transiente da camada do solo em contato com a fundação é apresentado 
na figura 92.b. O comportamento da fundação é apresentado nas figuras 92.c através dos 
diferentes tempos de simulação. A figura 92.c auxilia na interpretação do resultado 
apresentado na figura 92.b. A força de excitação aplicada é muito grande e como resultado, 
ocorre um “descolamento” da fundação com o solo, descrevendo uma trajetória totalmente 
não linear da fundação no solo e no espaço. Logo após o comportamento de “Up-Lift”, no 
tempo de simulação 0,85s é possível observar que a fundação entra em contato novamente 
com o solo, causando um grande deslocamento em suas camadas. 
Apesar de não ser um resultado esperado na simulação, o comportamento da estrutura e 
os resultados obtidos mostram que o método desenvolvido para este estudo utilizando 
Elementos Discretos tem capacidade de simular grandes deslocamentos não lineares. Análises 
de grandes deslocamentos não lineares são impossíveis de serem realizadas utilizando a teoria 
analítica do contínuo. Através da teoria dos Elementos Finitos, é possível simular modelos 









Figura 92: Deslocamento não linear, a) aplicação da força, b) deslocamento da 
fundação, c) snapshot da simulação. 
 
Dado o comportamento não linear da figura 92, a excitação da estrutura foi reformulada 
a fim de estudar o comportamento dinâmico da dada à força tipo senoidal. A máxima 
amplitude da fundação foi ajustada para ser aproximadamente 1% do diâmetro da partícula, a 
fim de evitar comportamento não linear do sistema. Para isso foram testadas diversas 
frequências de excitação. A frequência de excitação inicial foi cerca de 10x menor que a 
frequência natural do sistema e com o aumento da frequência de excitação, foi estudado o 
comportamento da amplitude da partícula da fundação. Durante um tempo de 1.0s, é 
permitido que as partículas se acomodassem através da força gravitacional. Observa-se 
claramente três comportamentos distintos na simulação. Inicialmente há uma acomodação das 
partículas que após tal acomodação, cerca de 0,5s, há uma estabilização na vibração. Logo 
após estabilização, é aplicada uma força dinâmica senoidal e que após 1s é possível ver 
claramente a resposta do sistema devido à excitação introduzida na fundação. Tais resultados 





É possível ver na figura 93 que a amplitude do sistema com frequência de excitação de 
8,92Hz possui maior amplitude de deslocamento, enquanto o sistema com excitação de 




Figura 93: Resposta sistema em diferentes excitações, a) Deslocamento para excitação 
8,92Hz, b) Excitação de 8,92Hz, c) Deslocamento para excitação 1,92Hz, d) Excitação de 
1,92Hz 
 
A fim de comparar a amplitude de deslocamento de uma dada partícula dada às diversas 
frequências de excitações, o gráfico abaixo da figura 94 apresenta resultados de deslocamento 
de acordo com as frequências de excitações. É possível observar que assim como na literatura, 
os maiores picos de deslocamento ocorre em excitações próximas às frequências naturais do 
sistema, que para o caso estudado é de 13,8Hz. 
O resultado obtido na figura 95 apresenta a mudança de fase dada as diferentes 




















Este trabalho trouxe uma abordagem do problema de geomecânica onde a interação 
solo-estrutura foi desenvolvida e aplicada através do Método dos Elementos Discretos. A 
seguir são apresentadas algumas considerações e conclusões sobre os principais pontos 
abordados.  
Para simulação da interação solo estrutura na qual a solução clássica da mecânica é dada 
através da mecânica do contínuo, um modelo utilizando partículas 2D de espessura unitária 
foi desenvolvido através do DEM. Na formulação do DEM, as partículas podem sofrer 
grandes deslocamentos com comportamentos não lineares. 
Para modelagem do método DEM, foi adotada a formulação explicita clássica com 
partículas 2D que apresenta forças normais, tangenciais e momento de rolamento. Baseado 
nas propriedades das partículas, foi adotado parâmetros constitutivos, os quais foram 
utilizados para o simulação do choque. Os modelos de validação das partículas e das forças 
que atuam no sistema, se mostraram eficientes e capazes de capturar todos os movimentos que 
tipicamente ocorrem em materiais granulares, como escoamentos em uma caixa com uma 
barreira móvel, formação de pilhas entre outros. 
 
Foram estudado dois diferentes métodos de integração de movimento das partículas no 
tempo, sendo eles o método de Newmark e LeapFrog de Verlet. O comportamento do 
algoritmo de Verlet se mostrou mais adequado e apresentou maior facilidade de 
implementação. 
Foram avaliados diversos algoritmo de procura de contato.  O método apresentado pelos 
autores Munjiza e Andrews (1998) denominado de NBS (non binary search) apresentou bom 
desempenho para realização deste trabalho. 
Todo o domínio, contorno ou parede do sistema foi desenvolvido através de partículas 
fixas, facilitando assim simulações em que se deseja utilizar geometrias diferentes de um 





As partículas do solo tanto quanto as partículas da fundação podem trabalhar em modo 
tração-compressão ou apenas compressão. Essa escolha atrelada ao algoritmo desenvolvido é 
dada pelo usuário de acordo com o tipo de simulação a ser estudada. 
Para determinar os parâmetros constitutivos a fim de aplicar no sistema analítico do 
contínuo, foram necessários diversos testes aumentando a quantidade de partículas analisadas, 
a fim de encontrar boa convergência do coeficiente de Poisson.  
O algoritmo foi desenvolvido para analise dinâmica de partículas ao longo do tempo. 
Neste trabalho o método DEM também foi aplicado à interações solo-estrutura considerando 
soluções estáticas.  
Como conclusão geral através dos resultados encontrados, foi possível observar uma 
boa convergência do método DEM para análise estática comparada através da solução 
mecânica do contínuo. Através do algoritmo desenvolvido, é possível avaliar a interação de 
solo-estrutura devido a diferentes carregamentos aplicada à fundação ao longo do tempo. 
Para as análises dinâmicas foi possível observar que o comportamento das partículas 
convergem para o comportamento dinâmico conhecido na literatura. Em alguns momentos da 
simulação, foi possível observar que a ferramenta desenvolvida através da técnica dos 


















8. FUTUROS TRABALHOS 
 
 
Como sequencia do trabalho aqui apresentado, seguem algumas sugestões que podem ser 
explorado neste tema: 
 
• Diminuir amortecimento crítico para obtenção de mais modos de vibrações; 
• Amortecimento geométrico do solo (diversas camadas com diferentes 
amortecimentos). Aumentar o amortecimento nas paredes a fim de evitar efeito de 
propagação de onda. 
• Implementação de diferente estrutura, como estacas. 
• Estudo do solo através de camadas com diferentes parâmetros físicos e constitutivos. 
• Inclusão de outros tipos de forças no sistema, como forças de fluídos que podem 
ocorrer num escoamento ou forças dinâmicas. 
• Aprofundamento em grandes deslocamentos com comportamento não linear. 
• Paralelização do código desenvolvido através do uso de GPU’s, visando o alto 
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